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����� �� ����'������ 
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����� �	��� �
������� �
�� �� ���
�� ��������� �� ��������� d �� ���
��
�� �	���������
���������� �� �
  ������� �	���� 
������� ψ 
��
����
��  (2(Rd)� 
��� ‖ψ‖�2(Rd) = 1� (

�+�
����� ��� ��������� �
� �	���
���� �� ����'������

i∂tψ(t, x) = Hωψ(t, x), (t, x) ∈ R × R
d, ω ∈ Ω WN�N�NX

ψ(t, x) = e−itHωψ(0, x), WN�N�LX

�Y ψ(0, x) ��� ��� ��������� �����
�� �� �	����
���� Hω = H0 + Vω� ���������
�� �	������� �� �
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����  �� ���������
�
� %�V� 4������� Z4��PR[ ��� ��������
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�����  ������ ����
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��
������� 1��� 
 �
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���� �
��
���
�
� W�������X ���� ������� �� �
  
����� {Hω}ω∈Ω� ���� T �� ������������� 
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�������� �� Ω ���
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����� 
 �� ���� ����
������ 1 �� ���� 0� %
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����� �	����
����� Hω ��� ��������� �� ���� ������ ��� ����	��� � ����������
�
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�����  �	
����� �	���  
����� �	����
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���� W��
���
�����X Uγ 
�������  �� ������
��������� �� ��
���
����� τγ 
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�� ��� �	���
�� �� ����
������ Ω�  �
����� ���� ���� ω ∈ Ω

Hτx(ω) = UxHωU
∗
x , ∀x ∈ T. WN�N�OX

.��� 
 ��� ������������ ���� ������
���� ��� �� ������� σ(Hω) �� Hω� .��
 
����� �	�#�������
�	�� �������� Σ ⊂ R ��� ��� Z%RK[

σ(Hω) = Σ, ���� ���
��� 	��	 ω ∈ Ω. WN�N�QX

*� ����� �� �#���� ��� ��������� Σpp,Σac,Σsc ⊂ R ��� �������������� ��������������� 
�# �
�����
�������� ����������� ���������� �������� �� 
��������� �������� �� ������� �� Hω Z$"RL
[� ����

σ•(Hω) = Σ•, �Y • = pp, ac, sc ���� ���
��� 	��	 ω ∈ Ω. WN�N�PX

1� �
���������� ���� �� ������ �	4������� Hω = ∆ + Vω� �� ��������� 
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����� ��� ����� �
�

Vω =
∑
j∈Γ

ωju(x− j), ωj ∈ [a, b], WN�N�MX

�Y u ��� ���  �������  ������� ����
�� �
�� R
d �� Z

d �� Γ ⊂ R
d ��� �� ����
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⋃
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|Λ|→∞

1
|Λ|

∑
x∈Λ⊂T

Zx = E(Z0), WN�N�RX

�Y |Λ| ������� �� ������ �	�� ���
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����� �������� �� ��������
 ��� ����
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|Λ|→∞

1
|Λ|NΛ(E) := lim

|Λ|→∞
�{�
����� ������� �� Hω|Λ ≤ E}

|Λ| , WN�N�SX
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ND
Λ (E) ≤ N(E) ≤ NN

Λ (E), WN�N�NKX

�Y ND
Λ (E) �� NN

Λ (E) ��������� �� ����� NΛ 
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�# ����� �� *�������� �� ��
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����������� �� �
 ������ ν ��� ��� 
� ������� �� Hω �
� �
 ���
���� σ(Hω) = suppν ���� �������
���� ω ∈ Ω�
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*����� D ��� ��� �� �
  ���� D ∩K� �Y K ⊂ R

d ��� ����
��� H� ��� ��� �	�������� �� *�����
D ������� ��� ������ �	� ������ $��� �� ���� ���� ������������� ����
�� A ⊂ R

d� �� �#���� ���
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XD = {D + x : x ∈ Rd}, WN�N�NLX
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��� ����� p �	��
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���
����� ��������� �� �
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Pω := {(p, ωp) : p ∈ P,ω ∈ ΩP}, WN�N�NQX
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X̂D := {Pω : P ∈ XD, ω ∈ ΩP} = {x+Dω : x ∈ Rd}. WN�N�NPX
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���� Hω ����� �	
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X̂D 	 Pω 
→ Hω := H0 +
∑
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ωpu(x− p). WN�N�NMX
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ωju(x− j), u ∈ Cc(Rd), WN�N�NTX
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Mu,ω(p,X , t) = ‖〈X − u〉p/2e−itHωX (Hω)χu‖2
2, WN�N�NRX
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 ��+���� ���������� ��� ������ �
�

Mu,ω(p,X , T ) =
2
T

∫ ∞

0
e−2t/TMu,ω(p,X , t)dt. WN�N�NSX

*
�� �� �
� ���������� �� ��a� �� ������� u = 0� ������� �
 ����
������ �� ��� ����������
��� ���
��
��� �
� ��
���
����� (	����
���� Hω �������� �� �
 ������
�	��� "�������  ���� �
��
�
 ����� &������2������� �
�� �� ������
��� ������ I �� ���� ���� X ∈ C∞

c,+(I) �� 


sup
u∈Z2

E{sup
t∈R

Mu,ω(p,X , t)} <∞ ���� ���� p ≥ 0� WN�N�LKX

H� ��� ��� Hω �������� �� �
 ���
���
���� �+�
�����  ���� �
�� �
 ����� &������2������� �
��
��� ������� E �	�� �#���� �� ������
��� ������ I ⊂ R ��� �������� E� ��� ��� ���� ���� X ∈ C∞

c,+(I)
�	�#�������� WN�N�LKX ��� ��
��� H� ������� �
� ΣSI �	��������

ΣSI = {E ∈ R : Hω �������� �� �
 ���
���
���� �+�
�����  ���� �
�� E} WN�N�LNX

*
�� �� �
��� ���������� �� 
������ �	�� ��
�� �
��������� �� ��������� d ≥ 3 �� �	
�����
 �� ��� �� ������� �	�� ����
���� �� ����'������ 
��
����� �������� ��� ��
������� ����� ��� �	��
���� ��������� ���# ������� ��G������ U �
 ������ ����
���� �
�
�������� �
� ��� ��
�� ���
����� ��
�
 ������ ���
������� �
�
�������� �
� ��� ��
�� ��
���� H� 
������ �� �
��
�� �� �	��  �	
����
	���
�	��� ��	����
����	 �����
��� 1� ������ ������
�#� �� ��������� �� ��
���� �
� ���
��
������� �� ������� �������� �������� 
� ������� 
��������� �������� �� ��� ����� ��
�������

 �� 3��� �������� ��� ��� 
����� Z$SR� 4VNN[� �� �� �
 ��G�������� �� ��������� ����� ��� Z

d

�� R
d� ��� ����� ��
������� ������ ���!���� ���� �� ������ �	��� ������ �
����
������

.�����
��� ��� 
������� �+�
������ ���� ���� �� �	��������� ��+������ 
 ��� ���������� �
�
�������� �� $���� �
�� Z�$KQ[ ���� �#������� ����� ��
�������� /�� ����������� �� �#���
�� ��
��
������ ���
� β(E) ���� ������� �
 ����
�
���� ���������� ��� �
����� �	����� �����
������
���
����� �� ���
�� �� �� ������� ��� �������� ���� �	
����� �	�� ����
���� 
��
������ /�� ���������
��� �
�
������
���� �������� �� �
 ��
������� ���
������
�� �� �� �	������� �� ��������� �Y �

��
������� 
 ���� �� ��� �	
���� 3��� �� ����� �� ������������� �� β� *
�� ����� �
�
������
���� ��
�
 ��
������� �� ��
������� �	����� �������
� ��� �	����"
� ���	���������
 %��	
	��� Z�$KN[� �Y �
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���
���
���� �+�
�����  ���� ��	���� ����
^�� ��� �������� ���� �
�
�������� �	�������� ��� ��������
���� �	�#���
�� �� ��
������ β ��� ����

*
�� �� �
� �
�������� �� ��������� 2� �� �
��������� �� (
��
� 
��
����� ���������� ���
�
������� �� ��������� �
�� �� ������ ���������� �������������� ������  �	��b����� �	��
��
�� �
�������� �����
���  ���� ��
������
� 
� ��
�� ��������� $���� �� �����8�� Z�$�KT[
��������� �
 �������� ������ �
����
����� ���������� �� �	�#������� �	��� ��
������� �	4�������
���� �� ������ �� �	
���+
�� ��� �	
�
�+�� �������������� ���� �#������� ��� ���������� �� ���&�	
'��� ����	���� ��	���� %��� ���������� �� ���������� ����������� �� ���������� ��������������
�
�� �� ��
� DI �Y �� 
������� �� ��
�� �
�������� ��
������
� �	��������� �����
��� B� 1�

������
�� �� ��
�� ���������� �
�� �
 ��������� x �� ���� �� ����
�� �J �
�� �
 ��������� x�
�
���� ��� �
�� �
 ��������� y ��� ��������� ���� ������  �
  ���� �� (�����<� �����
�� 
����
�� ��
�� ���������� �E �
�� ����� ���������� 1� ���������� �
  ���� ���
�� ��� 
��� ��� �	��������
�	
������ ����
�� �
 ���
���� ����� �� ����
�� �� �� ��
�� ���������� �J = σ �E� (
 �
����� 2 × 2�
σ� 
������ ������� �� ������������� 
 ��� ������ ��
���
�# ���� �� �� ������ �� �
 ��
���
���
��� ������ ±σH � �Y

σH = ν
q2

h
, ν =

ρh

qB
, WN�N�LLX

��� �	�� 
������ �
 �����	���	� � '���� �Y q ��� �
 ��
��� �� �	��������� ρ ��� �
 ������� ������������
�� �
������� h �
 �����
��� �� %�
��8 �� ν ��� 
����� ��  
����� �� ��������
�� W-������  
����-X�
H� ���� ��� ν ��� ���  ������� �� �
 ������� ρ �� �� ��
�� �
�������� B� ���� �� ��
���
��
�	��������� �� B �� �	
������
��  �� ��� σH ��
��� 
���� ������������ 1� NSRK� $���<��� �� 
��
Z$��RK[ ���������� ��� �
 ������������ �� &
�� σH  ������
���� ���� �
��� W�� ���� �Y ��� �G���
������
�� � ��� �������
����X �����  ������� �� ��
�� �
�������� B� �������� ��� ���	��� �Y
��� �
����� ������� 3��� �
������� 
��� ��� �#�������� ��������� U

σH =
q2

h
N. WN�N�LOX

H� 
������ �� ��������� �� ��
�����
���� �� �
 �������
��� �	�G�� �� &
�� ��
������ ������� ��
�� �
���  $���<��� �� %��# ?���� �� ��+����� �� NSRP� ����� 
� ��
�
�� �� (
������ Z(RN[� ;�������
Z;�RN[ �� &
������ Z&
�RL[ ���!���������� ��� ��� ��
��
�# �� �
 ������������ �� &
�� ���� �c� 
�
 ���
���
����� ��� ��� �	�G�� ���������
��  �
��� ������
����� %��� �
��� $��< Z$�RT[ �����

��� ���� �� �������� ��a�
����� ����� ���� ��	�� + �#���� ��� �
����� ������
��� ����� ���
����
�# �� (
��
�� �
 ��
�����
���� �� σH ��� ���
��
��� �
� �
����� 
� ��������� 1� �G��� �

��
�����
���� �� �
 ������������ �� &
�� �	��� �
� �������� �
�� �� �
� �	�� �������� ����� �
��
�� ��
� ���� �	�G�� �	�� ��
�� �
��������  ���� *
�� �� �
� �
 ������������ �� &
�� ���� ��
������������ ���� ���� �� �
� ��
������� �
�� �� ��������� �� �
 ��
�����
���� ������ ��
��
�	�������� ��� �
�� �� ������ 
��� ��� ���������� ����� �	�#���������� 0������
��� �����<�0
����
�� �
� 1��� �
�� Z0��1SQ[� %��� ������������ ���� 
���� �	�G�� �� &
�� ��
������� �� ��� ������
���
�	
���� �	�#������� �	��
�� ���
����� ����� ��� ����
�# �� (
��
�� .� ��������� �	
���
 ���������
�
�� �� ���� ��	�� ��� ���
��
�� �
� �
�����  �
 ��������� �� �
 �
���� �� �
������ ���������� ���
��� �	�#�������� ������ ��� ���������� ������
���� W�
��� ������
����� ��
�� �
��������  ����
�� �������� �	��������� �
�� �� �
������X� ���� Z0��1SQ� 0��KO[ �� ����� �� �������� *� ����� �

��������� 
��� �
������ �� ���� �
������ σH �#��������
������ �	��� ����� ���� ����� �� �����������
�� �
��������� ���� ������ �	����� �� ������ ���� �
 ������
��� W���X Z��KP[�

NK
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H� ��������� �� ����
���� �� ����'������ 
��
����� �� �
  ����

Hω = H0 + λVω ��� (2(Rd), WN�L�NX

�Y H0 ��� �� �
��������� ������ �� λ ��� �� �
�
����� �� �������� ��� �	�� ����������
 �����
�
��
3��� �#�� (� ��������� 
��
����� Vω ��� �	����
���� �� ���������
���� �
� �
  ������� Vω� ��� ���
����� ��� {Vω(x) : x ∈ R

d} ��� �� ��������� �����
������ �����
���  �
����� ������� ��� �� ���
��
�� ����
������ ������� (Ω,F ,P)� H� �������� �	��� �
��� ��� Vω ��� ��������
��� �� ��� �
����
��� ���
���� 
��
����
��  (1

���(R
d) �� ��� �
���� ���
���� ���
�������� ������ ��  ���� �
�

�
�����  H0� 
��� ����� ���
���� �� �������  1� 1� �	
���� �
��� �� ������� ��	�� �#���� ���
�����
��� ρ > 0 ����� ��� ���� ����� �
��� �� ��������� B1, B2 ⊂ R

d 
��� ����WB1, B2X> �� ���
��������� {Vω(x) : x ∈ B1} �� {Vω(x) : x ∈ B2} ���� ��������
���� H� 
 ���� �� ����
���� 
����

�!���� ���������� �� ����������� ���� P����� ω� *� ����� �	
�����
���� ω 
→ Hω ��� �����
���
������� �
����� �� �� ������� �� ������� �� Hω �
� σω�

H� ��������� ��� ��������  ������ ��� �� Hω� ���������  �� ���� ΛL(x) �� ������ x �� �@�� L�

��� ��� ���������� 
� ���� 
���
�!������� ��� �	�� ������� �
� Hω,x,L 
����
�� ��� (2(ΛL(x))�
H� ����� Rω,x,L(z) = (Hω,x,L − z)−1 ���� �	����
���� ������
��� �� �� ������ ��� ���!�������
������
��� ����� Pω(J) = χJ(Hω) �� Pω,x,L(J) = χJ(Hω,x,L) ���� �� �������� �� 0���� J ⊂ R�

��/������ �0�0�0 H� ��� ��� �	����
���� Hω ������ ��� ������� �� V����� ��� ���� 
��� ��
�#���
�� �� &'���� s �
�� �� ������
��� ������ J �� ���� ��
��� E ∈ J �� �#���� ��� �����
���
QW � ���
������ ������� �� 0 < s ≤ 1 ���� ���

sup
x∈Rd

E{��(Pω,x,L(E − η,E + η)} ≤ QW ηsLd, WN�L�LX

���� ���� η > 0 �� L ∈ 2N� H� ��� ��	�� ������ ��� ������� �� V����� ��� ���� �
�� ��� �������
E �	�� ������ WN�L�LX �
�� �� ������
�� W������X �� E�

(
 ������ �� ���
���
���� �
�� ��� �+������ ����������� �� ��������� 
����� �� �
 ��������
���
�� �
  ������� �� ������ �� ��+
� ������
� �� �	����
���� ������
���� %��� ������ �� �������� ����
�
��
���� �� ��������� ��� ������������ �	����
�����  �� ������ ����  �
���� �� ���� ΛL ��
�
���� Ld� ���� ������� ������� �
 ������ ��
�� �� ������ ���� ��� �	������ H� ��
�
���� 
���� 
���
�� ������� ������� ���� �
�� �
 ������� 
������� �� ������� �� �	����
���� ������
�� 4 �	��������� ��
�� ���
��� ΛL� �� �
� �
 �
���� �� �	����
���� 
��
����� Hω� ��� ���������� ����������
��  ���
������������ 
�# ����� ���� ������ Λl� l << L ��� ���� ���!������ ���� ��������
��� ��� ��� ���

������ .�����
��� �� ���� 
������ ��� ��� �������� ��� ����
����� ����������  ��� ����� ������
���� ������� �� ������� �� �	����
���� Hω|ΛL

� %������ ��� ������
���� ���������� ��� �������� ��
���������� 
����� ��
������� ��� 
�
����� 
� �������� ��� ������ �������
����� ��� 
��
�
^�
�
�� �
 ������� �� �������
���� ��
������ ��� �+������ �+�
������� ����� 
������ �� ���  c� ������
�
� �
 ������� �� $���������24�����2"���� W$4"X�

%��� ����� �	
��
������ ��� �����
����� ��'����� �� ������� Z��RO[ ������������� ��� 
�
�+��
��������������� �� ����
�� ��� ����� �� �
 ������� �� $4"� �� �� �
 ������
���
���� �� �������

NN
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 ��� ������
��� ������������� ��� �������  �
  ��� ��� �������� ��
.�����2;���
� ���� ������� �
 ��������
��� �� ������
���� ���
���� �
�� 
���� �	�������� ����
�������� �� �
 ������
���� ���� ���� ��� �������� ���
��� ��� ��� ����� ��G������� *	
���� �
���
�
 ������
��� ����
������� �� ����� ������� �� ���� �� �	������� �� V����� ���� �����@��� �

������������ ��� ������� �����
����� �� ��� 
������
�� ��  
����� ����
������� ��� �	
G������ �
� ��
������
� ��
�� (� ��� ��� �	
������ �
 ��������
��� ��� ������
���� ���
��� 
��� ��� ����� ����
�
������� *� ����� �
������ �� ����  
��� ��� ����
���� �
� ��������  �
���� �	��� ������� �	�������
�����
�� L0� �� ����
��� �
 ��������
��� �� �
 ������
��� ���
�� ��� ����� ��� ����� �	��������
Lk+1 = (Lk)α� 0 < α < 1� 
��� ��� ����� ����
�������

(	
�
�+�� �������������� ��� ��� ��������  �
 ��������� ��� �������
����� �	��������� �����
!
������� ��
�� ����� ��� ����
��� ����������� �
�� �
 ������������ ��� ��������� �
�� �	���
���
*
�� ��� ������� �� *�����24������� WN�N�NTX� ������ ��� �� �������� �� *����� �� �
�
��
����������� (r,R)� �
���� �� �
���� �	���������� W�
�� �� �
� 
����������X� ����� �����������
��� 
������ �
� �� �
�
����� R ��� �����@�� �
 �
���� �
#��
�� ��� ������� �
�� ����
���� �
��
�	���
��� *
�� �
 ������ ����  ���������� ���� ����������� ��� �������� �	��� ������ ��� ��� ���
����� ������� ������� ���� ��������� �	
�������� �	
�
�+�� �������������� ���� ��� ���������� ���
�����������

\�
�� ������ θ > 0� E ∈ R� x ∈ Z
d �� L ∈ 6N� �� ��� ��� �
 ����� ΛL(x) ���

(θ,E)����������� ���� Hω �� E /∈ σω,x,L ��

‖Γx,LRω,x,L(E)χx,L/3‖x,L ≤ 1
Lθ
,

�Y Γx,L = χΛ̄L−1(x)\ΛL−3(x)�

?��� �������� ��� �
 0������
� "�4 
���� ��� ������
����� �������
�� �	����� �� �������
��� ����������� (� �������� ����
�� ��� ��� �� �����
���� �� ;������� O�Q �� �� .�����
��� O�NK
Z�$KN[ �
�� �� �
��� ��� ����������

"��	1�� �0�0�0 +��	 Hω �� �����	��� � +���,����� ��
 �� 
��
 �$�� ���������	 ����$��	
��� �
	���� � -����� �������� ��
 �� ��	������� �����	 J ���� �� � ��
��	 � ',��� s�
.	��	 ���� θ > d/ ���� ������ E ∈ J �� � �
	� ��� ������� $��� Lθ(E) = L(θ,E,QW , d, s)/
������ 
�� �
 
��
���	�������
 ������	�
 � J / 	���� ��� 
� ���� L > Lθ(E) �� �

inf
x∈Zd

P{ΛL(x) �
	 !θ,E#�����������} > 1 − 1
841d

, WN�L�OX

����
 �� � �
	� δ0 > 0 �	 Cζ > 0 	��
 ���

sup
u∈Zd

E

(
sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2

)
≤ Cζe

−|x|ζ , WN�L�QX

���� 0 < ζ < 1/ �0 I(δ0) = [E − δ0, E + δ0]� ����� ���
�������/ �� � E ∈ ΣSI !���� WN�N�LNX#
�	 �� ��	���	 ��
 �������	�
 
�����	�
/

!+1�2�# *�������
��� ��� ���� �� ����
��� ��� ������
����� ���  �������� ������� !+���
����� ������� ���" �� ���������	��� �������	���
# 3 ���� ���
��� 	��	 ω ∈ Ω/ �� 
���	�� �
�����	����� Hω ��
 I ⊂ ΣSI �
	 �������	 ����	��� � ���	������	� $���� +��	 {εn,ω}n∈N

��� ������	��� �
 ������
 ������
 �&����	�
 � Hω ��
 I� ����
 ���� ������ ζ ∈]0, 1[

NL
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�

�	 ε > 0 �� �/ ���� x, u ∈ Z
d/

‖χx+uφ‖‖χuϕ‖ ≤ CI,ζ,ε,ω‖T−1
u φ‖‖T−1

u ϕ‖〈x+ u〉 d+ε
2 〈u〉 d+ε

2 e−|x|ζ , WN�L�PX

���� 	��	 φ,ϕ ∈ 4�� Pω({εn,ω}) !���� +��	��� (�(#�
!+152# ��������� ������� �������� �������� ���
������ !
������������" ������6� ����������

	���
# 3 +��	 I ⊂ ΣSI �	 
��	 {εn,ω}n∈N �� ������	��� �
 ������
 ������
 �&����	�
 � Hω

��
 I� )��� 	��	 ε > 0/ �� � �
	� ��� ���
	��	� mε > 0 �	/ ���� ���
��� 	��	 ω ∈ Ω/ �� � �
	�
��� ���
	��	� Cε,ω <∞/ 	����
 ��� 
� (ϕn,ω)n∈N 
��	 ��
 ����	���
 ������
 �������
��
 �
�

�����
 �� ������
 ������
 {εn,ω}n∈N ��
 I/ ����
 �� � �
	� �
 ������� �� ���
���
����
{xn,ω}n∈N/ 	��
 ��� ���� 	��	 n ∈ N �	 x ∈ Z

d �� �

‖χxϕn,ω‖ ≤ Cε,ωe
mε(log|xn,ω |)1+ε

e−mε|x−xn,ω|. WN�L�MX

�� ���
/ ��
 ���	��
 � ������
�	��� xn,ω ������	 
�������� � 	���� ����*�� ���

|xn,ω| ≥ C̃ωn
1/(4ν), WN�L�TX

���� ��� ���
	��	� $��� C̃ω > 0/ �	 �� ���
	��	� ν > d/4 ����� ��
 �� �������	� 1722/
���� WL�L�RX�

!�8)# *�������
��� ��� ���!������� �� ����� !����" �� 	�� 8���� ���9��	���
# 3 ���� E ∈
ΣSI �	 ���� ζ ∈]0, 1[ ���������� �� �

sup
u∈Zd

E{‖χx+uPω((−∞, E])χu‖2
2} ≤ Cζ,λ,Ee

−|x|ζ , WN�L�RX

�0 �� ���
	��	� Cζ,E �
	 ���������	 ������ �� E�

(	�������� �	�������� �Y �� ���� ���
���� �� ;������� L�N�O� �	���������� � �Y Hω ������
��� ������� �� V����� ��� ���� WN�L�LX 
���� ����� �	������ �� �
� �����
� WN�L�OX ��� �������
�
� ΣMSA�

*
�� ����� ��������
����� ����  �������� �
 ��������� �� ���������� �� �	
�
�+�� ������
�������� �� �
����� ���
��� 
��� ��� ��^��� �������� ��� ��� ������ 
�����
��� �� �	���
��� *�
�3��� ���� ������������ ���
������ ��� �#�
����� ��  �������� ������� �����
������� ���  ��

�� �
��
�� ����� �	
�
�+�� �������������� �� �
 ���
���
���� �+�
������ ?��� �������� �������
���� ���� ��� ������� 
���< �����
�#� ���� �
 �����
���� �	��� ������ ��� �������� �� V�����
�� �	������� �	������� �����
��� �
 "�4 
�
���� ���
������ ����� ��� �3��� ������
�� ��� �
�� ��
�
� ����������

����� ����	���� ������	���� �����
�	��

?��� �������� �� ������ �� ���
���
���� �+�
����� �� ������
�� �	�#���
�� �� ��
������ β(E)
����� ����� �� �
�# �� ������
��� �� �
  ������� Mu,ω(p,X , T )� ������ �
� WN�N�NSX� �
�� �	�#�
��������

sup
u

E (Mu,ω(p,X , T )) ∼ T pβ(E). WN�L�SX

H� ������ ���# ��������� ����������
���� U �
 ������ �� ���
���
���� �+�
����� ΞDL = {E ∈
R : β(E) = 0} �� ����� �� �����
���
���� �+�
����� ΞDD = {E ∈ R : β(E) > 0}� .�� �������

NO



�����	�� �� ��	����	��� �	 ���
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��	�	


���� �������������� 
������� �
�� �
 ������
���� )������ �� ��
������ ���
������  
����- �� )������
�� �����
���
���� �+�
����� �� �� ��
������ �����
�-� %
� ���������� �
 ������ �� ���
���
���
�+�
����� ΣSI � ������ �
� WN�N�LKX� ��� �������� �
�� ΞDL ���� ���� �
� �� ;������� N�L�N�
�������� �
 ������ ΣMSA� �	
�����
������ �� �
 "�4� .� ��� �������� �
 �
�
������
���� �� �

������ �� ���
���
���� �+�
������ ��� ��  
�� ��� �� β ��� 
� ������� �� �
 �
���� �������� s/2d�

���� �� ���� ������� �� �
� �����
� WN�L�OX ���� ���
���� �
 "�4� %��� ���
� ���� ��������
Z�$KQ� ;������ L�NN[ �
�� �� �
� ��� ��������� U

"��	1�� �0�0�0 +��	 Hω �� �����	��� � +���,����� ����	���� ����� �� �
	 �$�� ���������	/
��� ����$� ��� �
	���� � -����� ���� �� � ��
��	 � ',��� s ��
 �� ��	������� �����	 J �
+��	 X ∈ C∞

c,+(R) ���� X ≡ 1 
�� �� ��	������� J ⊂ J / α ≥ 0 �	 p > p(α, s) := 12d
s + 2αd

s � +�

lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

1
Tα

E (Mu,ω(p,X , T )) <∞, WN�L�NKX

����
 J ⊂ ΣMSA� 2� ���	�������/ WN�L�NKX �
	 ����$� ���� 	��	 p ≥ 0�

(� ;������� N�L�L �������� �
 ���
���� ΞDL ⊂ ΣMSA� �� ����� ������������ ��� �	��������
�	�������� ���� �	�#���
�� β ��� ��� ��� �����
����  �	�������� �Y �� 
 �� �
 ���
���
���� �+�
�
������ ����� ΞDL = ΣSI � �� ����� ΞDD = {E ∈ R : β(E) > s/2d}� (	������� �� �������� ���
���
�� ��� ���# ������� �� ���
���
���� �� �����
���
���� �+�
������ ��� �� ����� �� �������������
�� �	�#���
�� β� 4����� �	�#���
�� �� ��
������ β(E) ����� ��� �
�
������
���� �� �
 ��
�������
�� ��
������ ���
������
�� ���� ��� ������� ��������������� �� ��� ��� ����� �
�� �� �
���
���������� 1������� ���� ���� �����������  �
 �
������ �� ������
� �� �������� ��������� �� �	���
 ���
���� ��� �
 ������
��� �� ������ 
��
����� Mu,ω(p,X , T ) ��� ������ !���� �� ����
�������
.��� ����� �� ������
� �
�� �� ������� ������� �c�� W������ �������X ������� �	�� ����
^� ���
������������ ���� �� �������� �� ��
���
����� �� ��������� 
��
������ �� ��� ���� �� ��+����
��� �	
��
 ��� ��� �� ������ �
������ W�������X�

"��	1�� �0�0�0 +��	 Hω �������	��� � +���,����� ����	���� �$�� ���������	/ ��� ����$� ���
�
	���� � -����� ���� � ��
��	 � ',��� s ��
 �� ��	������� �����	 J � +��	 X ∈ C∞

c,+(R)
���� X ≡ 1 
�� �� ��	������� J ⊂ J / α ≥ 0 �	 p > p(α, s) := 15d

s + 2αd
s � +�

lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

T
s
d P(Mu,ω(p,X , T ) > Tα) = 0, WN�L�NNX

����
 J ⊂ ΣMSA� 2� ���	�������/ WN�L�NNX �
	 ����$� ���� 	��	 p ≥ 0�

4������� N�L�L� +� �� �����	 ����	���� ���:	 ���
��� 
;�����	 ����
 ��	� ����� ���"�<��/ ����
�������� �� ���	������� �� ����	��� WN�L�NNX ���� �� ���	��� α > 0 �	 �� � ��
 ���
�������
 �
	����*���

�� ���
/ 
� �� ����	��� !(�(=# ��
 >7?@A/ ������� (���B �
	 ����� ���� α > 0 �	 p >
p(α, s) + d/ ����
 �� ����	��� WN�L�NNX �
	 ����$�� ���� α′ = α + δ �	 �� �C�� p/ �0 0 < s/2 <
δ < s(p−p(α,s))

2d �	 p > p(α′, s)/ ���
��� ��� ���������	� � ����"
��� �� �/ ���� 	��	 T > 0

T
s
d sup

u
P(Mu,ω(p,X , T ) > Tα′

) ≤ 1
Tα+δ−s/2

sup
u

E(Mu,ω(p,X , T )). WN�L�NLX

���� WN�L�NNX �
	 ���	�������	 ��� ����	��� ���
 ������ ��� WN�L�NKX�

NQ
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?��� ��+��� 
���� ��� �
 �+�
����� �� �
 �������� �� �	���
���� �� ����'������ ψ(t, x) =
e−itHωψ(0, x)� �
�� WN�N�NX� ��� �����
��� �
�� �
 ������� ��+����� W
���
���X �� ������� �c��
W��������X�

%��� ��������� ��� ���� �	��� �
� ���!���� �� �
�� ����������� �� ������ �	4������� �
�
�������
W"4%X Z�
"�SK� �
$�KP� �
$�"�KT[� .��� ��� �� �������� �� .
���+ ���� �	���
���� �� �

��
���� �
�� Z

d 
��� �� ��������� 
��
������ ����� �
�

∂tu(t, x) = ∆u(t, x) + ξ(x)u(t, x) �� R+ × Z
d

u(0, x) = δ0(x) WN�L�NOX

�Y ∆ ��� �� (
��
���� ������� �� ξ ��� �� ��������� ���������  �
����� ������� 
��� ��� �
��
����

��
������ ������������� ������������ (� ������������ 
�+��������� �� ����� �� �
 �������� u
�� WN�L�NOX ��� ��������� �
� ��� ���������� ������
��� �� �	����
���� H = ∆ + ξ� .� ������
��� ������
�� �� ��+����� �
����
����� ������	�� ������� �� ����	����		����� .��
 ������� ��	��
�#���� �� ������ ����� �� ������� �
�� �	���
��� 
������� ��� ^��� �	�������������� ��� ���� ����
��� ���� ��� 
����� �� ��� ������� 
�+������������� ����� �
 ��

� �� �
 �������� u� ������
�
� �
 ��
����� 
��
����� U(t) =

∑
x∈Zd u(t, x)� %��� ������� ��� �
�
������
���� �����������

�� ��������� �	�������������� �� �������  ���������� �� ������������ 
�+��������� �� U(t)
������� t→ ∞� �
 ��������� ��� ^��� �	������������� ��� ������� �
 ���� ��
��� �
���� �� �
 �
���
U(t)� 
���� ��� �
  ���� �+����� �� ��������� ξ �� �
  ���� �� �
 �������� u ��� ��� ^���� (� ������
��+���� ����������  �	����� �� �	�����
��� �� U(t) �
�� �	���
�� �� ����
������� �	���  �����
��� �	���
�� �� ������ ��� �������
����� ��������� �� ��������� ξ� ����� �
�� ��� H�4� 
���� ���
�
�� �� ������ ������� �c� �� ���
��� ��� 
�+���������� ���� �� �������� �� ��
���
����� ��
������ ���
�� �
�� �	���
�� �� ����
�������� H� ������� ��� ������������� ��G������ �
�� ���
���# �������� �
� �
�����  �
  ����� �
 �
���� �� �
 ��
����� ��� ^��� �	������������� �����  �

 ���� �� ��������� ξ ��� �������� ��� ��
��� Z�
"�SK[� (
 ��
������� �� ������ ������� �c� 
�
������ ��+����  �� 
�
�+��� �
�� Z04"JKP[� �� ��������
�� ��� 
�+���������� �	��� ������� ��
�
 �
��� U(t)  ������ ���� ����
����� �
� �� �������

����� �����
��	 �
 �
���
����
�	��

.���� 
�����
���� ��� ������ ���������� ������������� ���� ����������� 
��� �	����� ���
����
����� �� �
  ���� Hω = H0 + λVω� (
 �
���� ����� H0 ��� �� ����
���� 
����
�!���� �����
����� �� ����������� �� Vω ��� �	����
���� �� *�����24������� ������ �
�

Vω =
∑
j∈D

ωju(x− j), u ∈ Cc(Λr), WN�L�NQX

�Y D ��� �� �������� �� *����� �� �
�
������ (r,R) �
�  �������� ����������� �� �Y ��� �
��
����

��
������ ωj ���� ��������
���� �� ������������� ������������ H� ������� ��� �� ��������� ��
������ ���� u ∈ Cc(Λr)� �	�������� ��  �������� ���������  ������� ����
�� ������� �
�� �� ����
�� �@�� R� ?����� ���� ����� r ��� �
 ����
��� �����
�� ����� ��� ������ �� D� u �� ������ �
�
�
 ����	��� � �����������	∑

j∈D

u(x− j) ≥ CχRd, 
��� 0 < C <∞, WN�L�NPX

������� ��� �������� �� u(x− j) ���� ���!������

NP
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?��� ���������  ������� �
 ���
���
���� �+�
����� ��  ������� ��� ����� ��
����
����
��� �	������
��� �� ���
���
���� 
���� ��	 ������� �
 ��
������� ���
������
�� �	4������� �
�� ��
�
� �
�������� �� ��������� d = 2� ?���� �������� ��������  ��������� ��� ���# �+��������
������
���� ���� ���
���� �	
�
�+�� �������������� ���� �� �
��� ��� ��������� U �	������� ��
V����� WN�L�LX �� �	������� �	������� �����
�� WN�L�OX�

H������ �	������� �� V����� �	
���
 ��� �������� ��a���� �� ���� ������� �� �������� ��
�
���� �	���
��
��� �
� ��
���
���� �
�� WN�L�NQX �� ���� ������� �
� �� �
���� �� ���������
�� ������������ WN�L�NPX ���� �� ��������� �� ������ ���� u� 6�� �
����� �	������� ��� ��������
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� �� �	����
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������
�� *� ����� �
����� �	������� �� V����� ��� ������ �� ������ �� ������� �	�� ����
����
���������� Z0�"(�NN� 0�"?��KM[�

*
�� Z0�"?��KM[� ���� ��� �������
���� �	��������� �� �+�� *����� �� H0 = −∆� ��
������ ��� �	������ ������
� �� �	����
���� �
#��
� ��� ����������� ������ �� ������
�� ���
���������� �� ���� �� ?���
�� �� �� 
������� �� ����
����� 1������ �� ������� �
 �������
�� �������  �
������
���� Z4"SO� 4SQ[ ���� ������� �� �
 ���
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 ������ �� ���
���
����� ���
������ ��� ����� ��� �
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*
�� �� �����#��� �� ���  ���
����
� ��� �	����
���� �����H0 ������ �� �������� � ���	����	���
������ W6.%� �� ��� ������ �� 
���
��X� .��
 ������� ��� ���� ���� E ∈ R �� ���� ����� ϕ ∈
&2

���(R
d) ��� ��� �������� �� �	���
���� (H0−E) = 0� �� ϕ �	
����� ��� �� �������� ������ �� R

d�

���� ϕ ��� ������������� ������ %��� ��� ���������� A �� Vω 
���< ���������� �	����
���� ������
��� ����� ��������� ZVSP[� %��� ��������� �� �
����� ������ �
 ������� ��
����
���� �� �� ���������
���
����� ���  ������� ������ ϕ �� �	����
���� H0 ���������  �� ������ G ⊂ R

d� �� ϕ �= 0 ���
G� 
���� ���� x ∈ R

d� δ > 0 �� Θ ⊂ R
d� ���� ��� B(x, δ) �� Θ ���� �������� �
�� G �� ���� ��

∂G� �� �#���� ��� �����
��� C > 0� ������
��� �� d,G,Θ �� �� dist(x,Θ)� ����� ����

‖ϕ‖2
B(x,δ) ≥ C ‖ϕ‖2

Θ ��� G. WN�L�NMX

(
 ������� ��
����
���� �� �	6.% ��� ����������� ��� �������� �� �+�� .
����
� Z0�$KP� �$NN�
19KO[� (	6.%  �� �#������ �
� .������ &����� �� $���� �
�� Z.&$KO� .&$KT[ ���� �������
��� �������� �� V����� ���� �� ������ �	4������� �
�� 
���� ��� ��������� �� ������������
WN�L�NPX ���� �� ��������� �� ������ ���� u� (	���������� �������
� �� ���� ������ ��� ��� �����
�� ������� ���� ��� ���!������� ������
�# P0(I) �� �	����
���� H0 
�������  �� ������
��� I ⊂ R�
�� �
  ����

P0(I)V P0(I) ≥ C ′P (I), WN�L�NTX

���� ��� �����
��� C ′ > 0� �Y V ��� �� ��������� W������������X ���������� ������ ��  
��
��
������ ��� �
��
��� 
��
������ ��
���  1 �
�� Vω� WN�N�MX� �����

V (x) =
∑
j∈Γ

u(x− j). WN�L�NRX

.���� �� ��������� �� ������ ���� u ������ u ≥ u−χB(0,δ) ���� ��� �����
���� u−, δ > 0� �� δ

NM
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������ WN�L�NTX �������  ���� ��� �� ϕ ∈ J
� P0(I)� 
����∑
j∈Γ

‖ϕ‖2
B(j,δ) ≥ C ′′‖ϕ‖2, WN�L�NSX

���� ��� �����
��� C ′′ > 0� (� ������
� �
�� Z.&$KO[ ��� �
�� ��� �
 ����������� �� ����
� ��
�	������
���� �� �
 ������� �� �������� .���
^��� �
 �����
��� C ′ �
�� WN�L�NTX ��� ������
���
������	���� ������ �
�� �
 �����
��� QW �� �	������� �� V����� WN�L�LX ����� C ′−2 Z.&$KO�
.&$KT[� ������
��� �
  ���� �#������� ��  �� �
� ������
��� �
�� ��� ������
��� %
� 
�������� �����
�� ���
���� ���  ���
����
�� ���� 0����
�� �� $���� Z0�$KP[ �
�� ���� ������ �� ���
���
����
�	4������� ���� �� ������ �� 0�������� �
�� (2(Rd)� /�� ���������� ��� �� �	�� ����� R :=
dist(x,Θ) �� τ := ‖ϕ‖G‖ϕ‖−1

Θ �
�� WN�L�NMX� �
 �����
��� C ������ �� ��� �
�
������ �����

C ≈ R−R4/3 log τ . WN�L�LKX

%��� �
��� �������� �� $���� Z�$NN[ �� �
������ ��� ��� ������
�� ���� ������ ���  ������
�#������� ���� C ′ �
�� WN�L�NTX� �� ������
�� �
 ������� �� 0������������� 6�� ������������� ��
������� �� ��������� WN�L�NRX ������ �� ������� �	����� �� ϕ ��� G  �	����� �� ��� ������������
��� Λq� �
 ������� �������
��� �� ����
� Γ� �� ������� q� �� q ≥ 2� ��� ��������� �	������� WN�L�NMX

��� G = Λq� B(x, δ) ⊂ suppu �� ��� �����
���

C ≈ q−q4/3
, WN�L�LNX

��� �� ������ �
� �� �������� τ � .���� �	������� ��� ��� ���� �
� �
����� 
� ��
������ �� �

������� �
�� G� 
� ������ �� ������ ��� ������ ���� ������������ Γ� �� ������� WN�L�LOX 
��� �

�3�� �����
��� C� 4����� �
�� WN�L�LOX� �
 �����
��� ������ ��������� �� �
 ������� �� ����
�
�� ��� �
� �� �
 �
���� �� ϕ ��� G �� �� �������� τ �

*
�� �� �
� �Y �
 ������������ �	��������� �
�� �� ������ �	��� �
� ����������� �
� �#������
�� �
� ��� ������� �� *�����24�������� �
 �
���� �	��� ������� �� 0������������ �	
���
 ��
����
��� ������
��� %������ �� ����
���� �� *�����24������� 
��� �� �������� �� *����� �����
!
���� 
���������� D� ��� ��� �	�� ���� ���������� G �� �������� Λq �Y ��
��� ����� j �� D ��� 
�	���������� �	��� �������� ��� �	�� ������� �
� Λq(j)� �� �� ���
+� �� �������� ����� �
�� Z�$NN[�
�� ������� �	������� WN�L�NMX 
��� ��� �����
��� C ��� ���� 3��� ��G������ ���� ��
��� �������
�������
��� Λq(j)� ������� Cj � �� ��� ���� �3�� �������� �	�� �������� τj := ‖ϕ‖G‖ϕ‖−1

Λq(j)�
1������� �� ������� ��� ������� �����
�����  WN�L�LOX ��� G� �� �
  ����∑

j∈D∩G

‖ϕ‖2
B(j,δ) ≥

∑
j∈D∩G

Cj‖ϕ‖2
Λq(j), WN�L�LLX

�
���� ��� �
�� �� �
� ����������� �� 
 Cj = C0 �� τj = τ0 ∀j ∈ D� H�� ���� �	
����� ���
inf{Cj , j ∈ D ∩ G} ���� ��������
�� �� �
 �
���� �� G �� ���� ����� �� �����  �
���� �
��
WN�L�LOX ����� ������ ��
�� G ���� ���� ���� �	���
�� R

d� *
�� �� �
���� ��� ������
�� 
�
������
 ���# �� Z�$NN[  ����� ������� �
�� ZJ"9NL[ ���� ���  �������� ������� �� �	����
���� H0�
���� Hω = −∆ + V0 + Vω� �Y V0 ��� �� ��������� ������ (
 �������
�� ��a����� �
�� �� �
�

���������� ��� �� �����@��� �� ����� ‖ϕ‖G‖ϕ‖−1

Θ ��� 
��
�
^� �
�� �
 �����
��� C �� 
����
�������� ����� ������
��� �� �
 �
���� �� G �
�� WN�L�LOX ��� ������
�� ��� inf{Cj , j ∈ D} > 0�
.	��� �� ��� ���� �������� �
�� ZJ"9NL[� �Y� �
� �� 
������� �� ��������� ������������ ����
ϕ ∈ J
� P0(I) ���  ������� ������� �� 
 WN�L�LOX  ������ ���� ���� U∑

j∈D∩G

‖ϕ‖2
B(j,δ) ≥ C ′′ ∑

j∈D∩G

‖ϕ‖2
Λq(j) = C ′′‖ϕ‖2

G. WN�L�LOX

NT



�����	�� �� ��	����	��� �	 ���
��	�	��� �
 ��
��	�	


*
�� �	4�������� 4�N� �� �������� ��� ������ �������� �� ������
� �
�� ZJ"9NL[� 1� �
� ��
�������� ���
 ����
^�� WN�L�NTX �
� �� 
������� �� Z0�"(�NN[ �� �
�� 
���� �������  ��� ������
�������� �� �������� %��� �� ������
��� I ⊂ R 
�����
���� WN�L�NTX ����� �� �������� ������ �
��
�� ������ �� *�����24�������� 1� ��������� 1� �� + 
 ��� ������
�� �� �+�� WN�L�LOX ���� ���
 �������� ������� Z$SM� 9SM� $9KL
[� ��� �	�� ����������
 ���� �
�� 
��� �� ������ �� *�����2
0���������

1� �� ��� �������� �	������� �	������� �����
��� ���
 ��������  ��
���� �
 ��������
��� �� �

������
���  ������ ���  �
���� �	��� ����
��� �������� 1� �
� �� �������� ���� ��� ��� �����������
�� �	�#������� �	��� �
���� ������
�� ���� ��� ��������  ������ ��� �� Hω� �Y �� ���� ��������
�	������� �� .�����2;���
�� 4�# ����� �� �������� �� ���� 
���� �������� ��� 
�+����������
�� (� ����<� ��� ��� �� ������������ �
�
����������� �� �
 ������� �	��
�� �������� W/*�X ��� ���
������� ������
���� .�� 
������� ��  ��������� �
� �� ����� �����
���� �
�� �� �
� �	�� ��������
�� *����� 
����������� �Y�  
��� �	�� �������� ��������� ������
���� �3�� �	�#������� �� �	/*�
�	
���� �� �������� ���� �����
� ��� �	�� ��
����
 �
�� �� ������� ��
����� �� ����� ������ �� �Y
�� �������
 ��� 
�+���������� �� (� ����< ��������� �� �
� �� �������� (�� �
����� ������
���
�������� ������� ������ ���� �� �������

(
 ������� ��
����
���� �� �	6.% ��� 
���� ������
��� ���� 
���� �� �	�� ���
���� ��� �	����
��� ������
�� �� �� ����
^� �
 �����
��� C ′ �
�� WN�L�NTX ���� �	��
�  ���
����
� ϕ� ����
�����
�	�� ����
���� H0 �� �� ��������� V � 
���� WN�L�NTX ��������

〈ϕ, (H0 + V )ϕ〉 = 〈ϕ,H0ϕ〉 + 〈ϕ, V ϕ〉 WN�L�LQX

≥ E0 + C ′, WN�L�LPX

�Y E0 = inf σ(H0)� (� ���� ����� �
 �������
���� �� �	������ ������
� �� WN�L�NTX  �� �������
���
������ �
�� Z0�"(�NN[� *
�� �� �
���� ��� ����
����� ���������� ������ ���� ������� �

�
���� ��� �
����� ������
��� �� �
� �� ������� �� ����� ���� �	��������� �� �	������� �	�������
�����
���

?��� ���������� ��� ������
�� �
� �+�� �	����
���� ��� �������� H0 U 
��� ���� �
�� ��
��
�
���������

����� �����
��	 �
 ������ � 
� �
���!���� �� ��
 �
���
����
�	��

.���������� �� �
��������� �� (
��
� 
��� ��
�� �
�������� �����
�� B �� ��� �������
�
���� �� �+�� *�����24�������� ��� �	�� ������ �
� HB,λ,ω� ?��� 
��������� ��� ������
��
���������� �� �� ������ �	�#������� �	��� ��
������� ���
������
��� ����� �
�� �� �
� ���������
Z�$�KT[� %��� ������������ �� ������ �	�#������� ��� ������� ������
��� ����������
���� �� ���
�
���
���� �� �����
���
���� �+�
������� 1�  
��
�� ���
� �� �����
���� ��� ������
�� ������ ����
��� �
���������� �� (
��
� 
��
������ ���������� Z.&SM� �$KO� �$�KT� �$�KS[ 
� �
��� ���
����������

(� ������� ��HB,λ,ω ��� ������� �
�� ��� �
����� ����� �� (
��
�� �� �� �
�
����� �� ��������
λ �� �� ������� ��� �
��
���� 
��
������ ���� ���� ��� ��� �
���� �� (
��
� ���� ���!������� ����
��������

"��	1�� �0�0�0 +��	 HB,λ,ω �� �����	��� � �������5����/ ���� ��	��	��� Vω ���� ���
WN�L�NQX/ ���� ������ ��
 ����
 � 5���� 
��	 �
9���	�
� ����
 ���� ������ n = 0, 1, 2, ... �� � �
	�
��� ���
	��	� ��
�	��� B(n)/ ������	� �
 �����*	��
 � ��*��/ 	���� ��� ���� 	��	 B > B(n)/

NR
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HB,λ,ω ���
��	� ��� 	���
�	��� ��	����
����	 �����
�� ���
��� 
������	 ��
 �����*�� ����
� 5�����

%
� �
�����  �	������� �� V������ �� �� �
�� ��� Z.&$JKQ[� �Y �	������
���� �	��� ��������
������ �� ������� ��� �����
��� �
� ��� �������� ��� ��� ���!������� ������
�#� .�� 
��������
���� ������
���� �
�� �� �
��� 
����������� ������� ��� ����������� ����������  �
 ����
���� �
�
��������� �� ��������� �
� �� �
 ����������� �� ����
�� (	������� �	������� �����
�� ��� 
������
�
�� �� ;������� O�O�N� �Y ���� �������� �
 ���
���
���� �+�
����� 
�# ����� ��� �
���� ��
(
��
��

(
 �����
���
���� �+�
����� ���� �
� 
�������� ��
����  �	��������� �� ��
��� �
��� �� (
��
�
� �
�� �� ;������� O�O�Q� .��� ��� ��� ������������ �	��� �
��� �� �
 ��
�����
���� �� �

������������ �� &
�� σH WN�N�LOX �� �	
���� �
��� �� �
 ��������
��� ��� ���!������� �� �����
������ �
� �� ;������� N�L�N� (�� 
�������� �� Z�$�KT[ �� ���� �
� ���������  �
 �����������
�� ����
� �� ���� �� ���� ������ �� �3�� �
����������� J
������� ��� �
 ������������ �� &
��
σH ��� ��
������ ��� ��� ������
���� �� ���
���
���� �+�
������ *� ����� ���� �
 ��������� �	
����
��� �
���� �� (
��
� ���!������� �
�� �� ����
�� ������ �� �
�
����� �� �������� λ W�����X�
��� �
����� ������
��� ������� �������� �� ����� �
 �
���� �� σH ��� ��� ������� ����� �����
����
%������ σH 
 ��� �
����� �
�� N ���� �� �
��������� �� (
��
� ����� Z0��1SQ[ ��� ��� �
�����
������
���� �� ���� �� ������� ��� �
 �������
��� �� &
�� �� ���� �
� ������ �����
��� �
��
���� �� ������� �� ���� �� �#���� 
� ����� ��� ������� �����
������ *� ����� ����� ���� 
����
������ �� �
 ���
���
���� �+�
����� 
�� ����� ��� �
���� ������
���� ���� ������ �	�#�������
�	��� ������� �� �������� ����� ��� ������� ���
������ �� ����
����

*� ����� �� ;������� O�O�P 
����� ��� ��� ������
�� �� ���� �
� �����
�# �� �������
�� ��	��
�#���� ������� �c������ �� ������� �� HB,λ,ω �
�� ��� ������� �Y ���� ���������� ��	�� + 
 ��
�
 ���
���
���� �+�
������ %��� ������������ ���� �������� ��� �	�� + 
 ��� �
����� ������
���
�
�� ��� �
���� �� (
��
�� ���� �
���� ���� 3��� ���� ������ ��� B−1/2� .� ������
�  �� ��������
�
�� �� �
��� ��������� �
�� Z.&SM� 4������# 0[� %��� �	
�
���� 
�# ����
����� �� *�����2
4�������� ���� ����������� �� �+����� �+�
����� �� *����� ������� X̂D� ����� �
�� WN�N�NPX�
*
�� ����� ������������� �� ���  ���
����
� �	
���� �
 ����� ��������� �� ��
���
�����  �
�����
��
�� �� ��
���
�� �� �������� Dω ∈ X̂D �
�� R

d� �� ��  
�� �� �
����� ��� �
 �
��
��� 
��
�����
ωj� j ∈ D ��� ��
���
��� 
��� �� ����� j ∈ D� 4�������� ���� �� ��
���
�� �� ����� (j, ωj) ∈ Dω

��� (j + x, ωj) ∈ (D + x)ω� �
�� �� ���� ��� �	�� ������
 �������������� �
�� �� .�
����� P� H�
�����
���� Z.&SM� 4������# 0[ �� ������
�� ��� ��
���
���� �
���������� �� Dω� �� ��� ������
��
������� ���� ��� ����� �
� �
�����  �
 ��
���
���� ��������

����" #
���!����	 �� ��
 �
���
����
�	�� �
 H0 = −∆ 
 H0 = −∆ + V0

H� ��������� ��� �������
����� �� �+�� *�����24������� �	�� ����
���� H0 �Y H0 = −∆
�� ���� H0 = −∆ + V0� �� V0 ��� �� ��������� ������������ ������ H� ������ ��� �+�������� ��
;������� N�L�N ���� ������� �� �
 ���
���
���� �+�
����� �� �
� �� ��������

*
�� �� �
�H0 = −∆� �� �� ��� �������� �	������� �� V����� ���� �� (
��
���� ����� �� �
� ��
�������� ���� ���� ������� �	��� ������� �� ��+���
�� ��
��
�� ����� �
�� Z�&$KT� 0�$KP�
�KR[� .��
 ��������  �������� �� ��������� 
�#���
��� ��� ��������� ��� ��������� �� ������������
WN�L�NPX �� ���� ����� -����- �� ������� �� ����� �� �������� �� �������
���� ������ ��
����
����
���� �� 
 ������ ���� ������� �� ������� �� V����� �����
�� �� ����
�� ��� 
�������� ��

NS
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Z.&$KT� .&$KO[� �
�� �������� ��� ������������� �� �������� %��� ������������ ���� �� ���������
VΛ ����� ����� �
 ����������� �� WN�L�NRX ��� �� ���� Λ� ���� ������� �� ��������� 
�#���
��� V Λ�

V Λ(·) =
1
|Λ|

∫
Λ
VΛ(· − a)�a ≥ CχΛ(·), WN�L�LMX

�Y �
 �����
��� C ������ �� u,R, d� H� ���� ������� ��� ���� ϕ ∈ J
� P0,Λ(I) = χI(−∆Λ)� �Y
I ⊂ R �������� 0� �� 
 〈(V Λ − VΛ)ϕ,ϕ〉 ≈ ‖∇ϕ‖� *���� ��  
�� �� ��
�
�����  ���� �
��� �������

����� ��� �� ��������� 
�#���
��� ��� ��� ����� 
����#��
���� �� ��������� ������
�� *� ����� �
�
�� �����  �
���� �� WN�L�LMX� �� ��������� 
�#���
��� ������ WN�L�NTX ��� �� ���� Λ� �	�Y �� �������
�	������� �� V������

(� �3�� 
������� �� ��+���
�� ������� ��� �
���� ������
�� �� �
� �� ������� ���� ���
��������  ������ ��� �� Hω� �� ��� 
��� �	������� �� .�����2;���
� ����  ������� �	�������
�	������� �����
��� ��  �������� ����� �
 ���
���
���� �
�� �� ������
��� �	������� [0, E∗]� .� �
�����
������  �� ������� ���� �� ������ �� 0�������� �
�� Z�KR[� 1������� �� ������� ��� �������� ����� ��
Z�$KO[ ���� �
���� ������� �
 �������� �� �	������
��� �� ���
���
���� E∗ ������ �#�����������
��� �
�
������ �� �	�������� �� *����� �����!
���� 
� ��������� Vω� %��� ����������� U

"��	1�� �0�0�0 +��	 M > 0 $ � �	 D �� ��
����� � ������ � �����*	��
 (r,R)� +��	
Hω = −∆+Vω �������	��� � �����������
�� �

���� 
�� 52(Rd)/ �0 Vω �
	 ���� ��� WN�L�NQX/
���� �
 ��������
 ����	����
 �����	����	 D ����	������� [0,M ]/ � ����*�� ��� σ(Hω) = [0,∞)
���� ��	� ω ∈ Ω� �� � �
	� �
 ���
	��	�
 ��
�	���
 C ′ �	 A/ ��� ������	 �
 �����*	��
 �
��*�� d, u,M �	 � �� �
	����	��� � ���������	� µ/ �	 ��� �������

E∗ =
C ′

R2(d+1) |logAR|2/d
WN�L�LTX

	����
 ��� ���� 	��	 ��	������� I ⊂ [0, E∗)/ �� � I ⊂ ΣMSA� 2� ���	�������/ �� � � �� ������
�	���
"������� ��
 [0, E∗) ���� �� ������� {Hω}ω∈Ω�

(
 ������� �� ��+���
�� WN�L�LMX ��� ��� 
������� �������
��� �� �������� �	�������
WN�L�NTX� ��� 
�
��
��� ���� �
 ����������� ��� ��	���� ���� �	�������� �
�� �� �
��� ������� 
����
����� �
�� �� �
��� �������� � �Y �	6.% �	��� �
� �
�
���� %������� �
� �#������ �� ������
�	4�������

Hω = −∆ + Vω ��� l2(Zd), WN�L�LRX

�Y
Vω(x) =

∑
j∈(2Z)d

ωjδj(x), WN�L�LSX

�Y δj(·) ��� �� ����
 �� $�����8�� �� ωj ���� ��� �
��
���� 
��
������ ��������
����� �������������
����������� ���������� �
�� [0,M ]� ���� M > 0� ?����� ��� Vω ��� �� ��������� ���
��
�� �
�
�
����� 
�# ��
���
����� �
�� (2Z)d� �� ���� WN�L�LRX ��� �� ����
���� ���������� .��� ��������
��� �� ������� σ(Hω) = [0, 2d+M ] ���� ���� ω ∈ Ω� *� ����� �� ��������� 
 ��� ������ ������ Vω = 0
��� Z

d \ (2Z)d� 1� ������
�� �� ��+���
�� ��
��
�� WN�L�LMX� �� ���� ������ �
 �3�� ������ ��
�	������� �� V����� ��� �
�� �� �������� ��������� ���� ������� ��� ������� �� V����� ����
WN�L�LRX �
�� �� ������
��� I = [0, Ed)� �Y Ed ��� ��� �����
��� ��� ������ �� �
 ��������� d�
%��� ������� �	������� �� �
� �����
� �� �
� �� �������� �	���������� �� ������ ���� ������ ��
�������� �� �
 �
����� ��
��
�� �
�� �� �
��� ���������� ��� ��������  �������� �
 ������� �	��
��
�������� ���� ������� ��� 
�+���������� �� (� ����< �� �
� �� �������� %������ �	�� ���� �������
��� �+�������� �� �
 "�4 ���� �� ������ ���������� �� �������

LK
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"��	1�� �0�0 0 )��� �� ��*�� �����
�� �
���	 WN�L�LRX/ WN�L�LSX/ �� � � �� ������
�	���
"������� �� ��
 � 
���	���

.� ������
� ����  ����� ����
���
���� �� ������� ��� �
 ���
���
���� ���� ��� ���������� �����
������ �������� 
��� ��� ������

?��� ������� ������� �� �
� �Y H0 = −∆ + V0� 
��� V0 �� ��������� ������ 1� ����
��
��� �
��
���� 
��
������ 
��
����
��  [0,M ]� �� 
 E0 = inf σ(H0) = σ(Hω) ���� ���� ω ∈ Ω�
�� V0 �= 0� �
 ������� �� ��+�����
���� ��
��
�� �������� 
��
�
�
�� ��  ��������� ���� �� �
�
�� ������� ������� E0 �= 0� �� ���� �� ��������� 
�#���
��� �	��� ���� ��� ����� 
����#��
����
�� ��������� ������
�� �� V0 ��� ���������� ���� �������� ��� ������� �� V����� �����
�� ��
������ �� ������� ��� �������� �� ����
�� �� �
���������� �� Z.&$KO� .&$KT[� �
�� �������� ��
�������� �� �������
���� ������� %
� 
�������� �
�� �� �
� �Y H0 
 ��� ������� �	��
�� �������� ���
��� &'���� ��������� ���� ��������� ����� ���������� ���� �����
��� �� �������� �� �������
����
������ �� ������� 
���� ��� ������� �� V����� �����
��� ������ ���� �� �
� H0 = −∆ + V0

�Y V0 ��� ���������� ������ �� ������� ��� ������
�� ��� ��� ������� �� V����� ������� ����
��� ���������� �� *����� �
�� ZJ"9NL[� 1� �� ��� �������� �	������� �	������� �����
��� ����
�������� �� �������� �� �������
���� ������ �� ZJ"9NL[ ���� ������� �
 ����� ��������
���
�� �
 ������
��� �
� �	������� �� .�����2;���
�� ���� ��� ��������� ��� �� ��������� %���
������������ �� ������� ��� �
 ������������ �� ����
������ µ 
 �� ������������ 
���< ��
� ���
��� ����� �� ��� �������� /�� �� ����� ����� 
��
�
�
��� ��������� �
 ������
��� �� �	�������
E∗ ��� �
�
������ �� �	�������� �� *����� �� ������� �� �������� ��� �����

"��	1�� �0�0�0 +��	 D �� ��
����� � ������ � �����*	��
 (r,R) �	 Hω = −∆ + V0 + Vω

�������	��� � �����������
�� �

���� 
�� 52(Rd)/ �0 V0 �
	 �� ��	��	��� ����� �	 Vω �
	 ����
��� WN�L�NQX� E� 
����
� ����� � �
	� �
 ���
	��	�
 c �	 τ ≥ d/2 	����
 ��� �� �
	����	��� �
���������	� µ 
�����	� ��
 [0,M ] ����$� �� ���

µ[0, t] ≤ ctτ , ���� t > 0 ��	�	. WN�L�OKX

+��	 β ∈ (d/(2τ), 1) $ �� ����
/ �� � �
	� �
 ���
	��	�
 C ′ �	 C ��� ������	 � d,M, I, u, V0, β
�	 ��� ������� E∗ ����� ���

E∗ = E0 +C ′R−C R4/3
���(R−1) WN�L�ONX

	����
 ��� ���� 	��	 ��	������� �����	 I ⊂ [E0, E∗)/ �

�6 ��	�	/ �� � I ⊂ ΣMSA� 2� ���	�������/
Hω � � 
���	�� "����������	 ������
� ��
 [E0, E∗)/ �0 E0 = inf σ(Hω) ���� ��	� ω ∈ Ω�

1������� ���� ���� ����������� 
� �
� Hω = −∆+V0� �Y V0 ��� ����� �� Vω ��� �� ��������� ��
*�����20�������� �� �
  ���� WN�L�NQX �Y ��� �
��
���� 
��
������ ���� �� 0��������� �� �
�
�����
β� ��� ��� 0 �= E0 = inf σ(H0) = inf σ(Hω) ���� ���� ω ∈ Ω� �
�� ����� �� �����
����� ��
������� ��� E0 > 0� %��� ����� �� ������� �
 "�4 ���������� �
� Z�$NN[� �
��� ��� Z0�$KP[�
/� ��a� �� ������� �	������� �	������� �����
��� �� �� ��  
�� �� �����
�� ��	�� �#����� 
��� ���

���< ����� ����
������� ��� �
���� ������
�� 
� ������ �� E0 ���� �
 �������  ������ ��� ��
�	����
���� Hω� %��� ���
� �� �#��
�� �� Vω �� ��������� 
�#���
��� VK ��� ��� �� �+�� *����� ��
�
�
����� �
#��
� KL� �Y KL ������ �� �
 �
���� �� �
 ����� ΛL �������� ���� ������ �
 �������
 ������ ��� �� Hω� %��� ������� ��� �
 �������
���� VK ���� ��� �
���� ������
�� 
� ������
�� �	������ ������
� E0� �� �� ���� �	��� ��� ������������ �� �������� �� �������
���� ������
�
�� �
 ������� ��
����
����� ��� �
 �������
���� �� �	������ ������
�� W���� �	4�������� 4�O ��

LN
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ZJ"9NL� 0�"(�NN[X� H� ������� �
 �����
��� �� �������� �� �������
���� ������ ������� �
��
ZJ"9NL[� �
�
��� ���� ����� ���������� .���� �����
��� ������ ��� �
�
������ �� �	�������� ��
*����� �� �
�
����������� �
#��
�� R �� �
  ���� CUCP ≈ R−R4/3

� ��� ��� �
 �3�� ������
���
��� �
�� �� �
� �	�� ����
� ����������� ���� Z0�$KP� �$NN[� .���� �� ���
����� 
�������� 
�
��������� VK ����� �
 �
���� �� �
 �
���� ������
� 
� ������ �� E0� ��� �
�� �� �
� ���
 �� �	�����

�� K
−K

4/3
L

L � 1������� �� ������� �	������� �� .�����2;���
� ���� ������� �
 ��������
��� �� �

������
���  �	��������� �� �
 �
���� ������
��� ��� ������ �	������� �	������� �����
��� ����� ��
�	
  
�� ���� ��� �
��
���� 
��
������  ������� ���������� *
�� ����� 
�
�+��� �
  ���� �#������� ��
�
 �����
��� CUCP !��� �� �@�� �����
� �
�� �
 ������ �� �	�#������� �	��� �
���� ������
�� W����
4�������� 4�OX�

"��	1�� �0�0$0 +��	 D �� ��
����� � ������ D �����*	��
 (r,R) �	 Hω = −∆ + V0 + Vω

�������	��� �

���� 
�� 52(Rd)/ �0 Vω �
	 �� ��	��	��� � �������%�������� � �����*	�� β�
�� 2� ����
��� d ≥ 2/ �� � � �� ������
�	��� "������� �� ��
 � 
���	���
��� 2� ����
��� d = 1/ �� � �
	� ��� ���
	��	� C/ ��� ���� � u �	 V0/ 	�� ��� 
�

β < e−C R, WN�L�OLX

����
 �� � � �� ������
�	��� "������� �� ��
 � 
���	���

(
 ����������� d ≥ 2 ��� ������ �
� �
 ��������
��� ��� �	�� ������� �� �	������� �� .�����2
;���
�� H�� �� ��������� d = 1� �� �� ���� �	�� 
���� �������� �� �������
���� ������ ������
���� ��� �������
����� �	��������� ����������� �
�� Z9SM� $9KL
[� .�� 
�������� �� �
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���� �����
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��� 
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�����<
���� � ��� 4������� ���
�������
��� ��
������� D �� ���������$���� ��������
�� ������� ��� �����
����� � ��� ������ 7���� 7� �
� 
���+ ��� 0������
� "�4� ����� 7���� 

V����� �����
�� 
�� 
� �����
� ������ ��
�� �����
�� ����� 
�� ��� ������ 7���� ��� ����
��� Hω

�#������ �+�
���
� ���
��<
����� ;���� ���� ��� �
�� ���������� �� ��� ���� �� 
 �����
��<
����
� ��� 0������
� "������
�� 4�
�+��� � �������� 
�� $���� �� �� ��� ��� ������� �������� /�
���� ������� 7� ���
�� ��� ������� ��
� ������� ��� ��
������ ��
�
�����<
���� 
�� �����
�� ���
 ����7��� �7� �������� � ��� ��
���� �� ����� ���� � ;���� ������� 
�� ����
���� �� ��� 
������
-.�
�
�����<
���� � ��� .�
�
�����<
���� � ��� 4������� "��
�2/����
��� ;�
�������  �� ?��
1������ H���
���� 
�� 4�����
����- ��������� �� 4��
��� &���� %����
�� ZJ"NL[� ;� ��������
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�	���

��� �
�� ������� 7� ����� ��
� �� ���� ����
���� ��� ��
�
�����<
����  
��� �� ����  �� ���������
d ≥ 2�

��� ��� ��
���	� ������������ 
�� �� �
8� ���� ��
���� ��� �����
����� 7� ���
�� ��� ���
����

�� ���������� ��
��� �� ��� /������������ ��� x ∈ R

d 7� ������ �+ ‖x‖ ��� ���
� 1������
�
���� 7���� ��� �������� ���� �� ������ 
� |x|∞ = max

1≤i≤d
|xi|� 7���� |·| ��
���  �� 
�������

�
����

����� x ∈ R
d 
�� L > 0 7� ������ �+ ������ B(x,L) �� BL(x)� ��� �
�� � ������ x 
��

�
���� L �� ��� ‖ · ‖������ 7���� ��� ���

ΛL(x) =
{
y ∈ R

d : |y − x|∞ <
L

2

}
������ ��� ���� � ���� L �������� 
� x� 
��� ������� 
� Λx,L � V� ������ ��� ������ � 

0���� ��� Λ ⊂ R

d 7��� ������� �� ��� (������� ��
���� 
� |Λ| =
∫

Rd χΛ(x)ddx� 7���� χΛ �� ���
��
�
���������  ������� � ��� ��� Λ� V� 7��� � ��� 7���� χx,L  �� χΛL(x) 
�� ������ �+ ‖f‖x,L ��
‖f‖ΛL(x) ��� ���� � f �� (2(Λx,L)�

V� ������ �+ C∞
c (Λ) ��� ������ ��
�� � ��
���
���� ��������+ ��G������
���  �������� 7���

����
�� ������� ����
���� �� Λ� 7��� C∞
c,+(Λ) ����� ��� �����
�� � ������
����  ���������

V� ������ �+ B(H) ��� 0
�
�� ��
�� � ������� ����
� ����
���� �� ��� &������ ��
�� H�
��� 
 ������� ������+ ������ ����
��� 4 7��� 
�!���� A∗� 7� ������ ��� ���
�� �+ D(A) ⊂ (2(Λ)

�� �+ ‖A‖ = sup{‖Aφ‖; ‖φ‖2 = 1} ��� W��� ���X ���� � �������� V� ����� ��� 
�������
�
��� �+ |A| =

√
A∗A 
���  �� p > 1� 7� ����� ��� W���
����X p����� �� ��� 0
�
�� ��
��

Jp((2(Λ)) 
� ‖A‖p = (tr |A|p)1/p� /� �
������
�� J1 �� ��� ��
�� � ��
�����
�� ����
���� 
�� J2�
��� ��
�� � &�������������� ����
����� V� 7���� 〈x〉 =

√
(1 + ‖x‖2) 
�� ��� 〈X〉 �� ������ ���

����
��� ����� �+ ���������
���� �+ ���  ������� 〈x〉�

��� ����������� 7� ������ 
 �����
�� C ��������� ���+ �� ��� �
�
������ 
������ �+ Ca,b,...�

;������ ���� ��
����� 7� 
����� Hω �� 
 �����
� �
���� ����
���� ��� ������
���+ �������
W��� N�N�OX� �
��� +��� ����������

WJX Vω = V +
ω + V −

ω � 7���� V +
ω 
�� V −

ω 
�� ��
� �
���� ��
���
��� ��������� �� Ω ���� ��
�
 �� P−
��� ω U 0 ≤ V +

ω ∈ (1
loc(R

d) 
�� V −
ω �� ���
�����+  ����������� 7��� ������� �� −∆�

7��� ���
���� ����� < 1� ���� ����� 
�� ������
���� �����
��� Θ1 < 1 
�� Θ2 �����������
� ω ���� ��
�  �� 
�� ψ ∈ D(∇) 7� �
��

|
〈
ψ, V −

ω ψ
〉
| ≤ Θ1‖∇ψ‖2 + Θ2‖ψ‖2  �� P�
��� ω.

W/4*X ;���� �#���� � > 0 ���� ��
�  �� 
�+ ������� ���� B1, B2 ⊂ R
d 7��� ����WB1, B2X> �� ���

��������� {Vω(x) : x ∈ B1} 
�� {Vω(x) : x ∈ B2} 
�� ������������

/� ��� �
�� H0 = HB� ��� ����������� (
��
� &
�������
� �� (2(R2)

HB = (−i∇− A)2 7��� A =
B

2
(x2,−x1), WL�N�NX

7���� � �� ��� ������ �������
� 
�� B �� ��� �������� � ��� �
������ ����� 7� 
�8 A(x) ∈
(2
���(R

2; R2) �� �
��� + ��� ��
�
������ �����
���+ �� 7� �
� ���
�� ��
�� �����
���  �� ��� (
��
�
&
�������
�  ��� ����� � ��� (
��
��
��
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/�  ����7� ��
� Hω �� 
 ����������� ��� 
�!���� ����
���  �� P�
��� ω� "�������� ��� �
�����
ω → Hω �� ��
���
���  �� P�
��� ω� 7� ������ ��� �������� �+ σω�

��� ���  ����7��� 
��������� 7� ���� ��� ������ � 
 $��	� ������ �����	��� ��� �����������
� Hω �� ������ 
� ���� ��# ΛL(x) 7��� *�������� �����
�+ ��������� �� �� ��� ������ ��# ΛL(x)
7��� �������� �����
�+ ����������� /� ���� 7
+� 7� ���
�� 
 7��� ������ �
���� ����
��� Hω,x,L


����� �� (2(ΛL(x)) ������ �+

Hω,x,L = H0,x,L + λVω,x,L.

V� ������ ��� �������� �+ σω,x,L 
�� �+ Rω,x,L(z) = (Hω,x,L − z)−1 ��� ��������� ����
���� V�
����� ��� ������
� ���!������� Pω(J) = χJ(Hω) 
�� Pω,x,L(J) = χJ(Hω,x,L)  �� J ⊂ R 
 0����
���� V��� ��������� ��� ���������� �� λ� �� 7��� �� 
���� �� ��� ����������

��/������ �0�0�0

W6V1X V� �
+ ��
� Hω �
������ 
 ��� ��� V����� �����
�� 7��� &'���� �#������ s �� 
� ����
������
� J � �����  �� ����+ E ∈ J ����� �#���� 
 �����
�� QW � ������� �� ����
�� ������
����
�� � J 
�� 0 < s ≤ 1 ���� ��
�

sup
x∈Rd

E{��Pω,x,L(E − η,E + η)} ≤ QWηsLd, WL�N�LX

 �� 
�� η > 0 
�� L ∈ 2N� /� �
������ 
 ��� ��� V����� �����
�� 
� 
� �����+ E � ��
�
������ 
 ��� ��� V����� �����
�� �� 
� ���� ������
� J ���� ��
� E ∈ J �

;� �������� ��� �+�
����� 7� �������� ��� �
���� ������ � ����� p ≥ 0 
� ���� t  �� ���
���� ��������� �� ��� &�������������� ����� �����
��+ ��
��
��+ ���
��<�� �� 
 ���
�� � ���� ���

����� u ∈ Z

2 
�� ���
��<�� �� �����+ �+ ���  ������� X ∈ C∞
c,+(R)� �����

Mu,ω(p,X , t) = ‖〈X − u〉p/2e−itHωX (Hω)χu‖2
2. WL�N�OX

V� ��#� �������� ��� ���� 
���
���

Mu,ω(p,X , T ) =
2
T

∫ ∞

0
e−2t/TMu,ω(p,X , t)dt. WL�N�QX

��/������ �0�0�0

N� V� �
+ ��
� Hω �#������ ������ &�������������� W&��X �+�
���
� ���
��<
���� �� ��� ����
������
� I �  �� 
�� X ∈ C∞

c,+(I) 7� �
��

sup
u∈Z2

E{sup
t∈R

Mu,ω(p,X , t)} <∞  �� 
�� p ≥ 0�

V� �
+ ��
� Hω �#������ ������ &�������������� W&��X �+�
���
� ���
��<
���� 
� 
� �����+
E � ����� �#���� 
� ���� ������
� I 7��� E ∈ I� ���� ��
� ����� �� ������ &���+�
���
�
���
��<
���� �� ��� ���� ������
��

L� ;�� ������ �����
��� ������  �� Hω �� ������ 
�

ΣSI = {E ∈ R : Hω �#������ ������ &���+�
���
� ���
��<
���� 
� E}.

?��� ��
� � ����� �#���� 
 δ > 0 ���� ��
� dist(E, σω) > δ  �� 
����� ����+ ω� ���� E ∈ ΣSI �

LS
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�� 	���
�	���

����� θ > 0� E ∈ R� x ∈ Z
d 
�� L ∈ 6N� 7� �
+ ��
� ��� ��# ΛL(x) ��

(θ,E)�
��	����  �� Hω � E /∈ σω,x,L 
��

‖Γx,LRω,x,L(E)χx,L/3‖x,L ≤ 1
Lθ
,

7���� Γx,L = χΛ̄L−1(x)\ΛL−3(x)� / 7� ����
�� ��� ���+����
� ���
+ 1/Lθ �+ e−mL/2 7� �
+ ��
�
��� ��# ΛL(x) �� (m,E)��������  �� Hω�

4� 
 ���� ���� ��7
��� ��� ��
������ ��
�
�����<
���� �� ��� ������� ������� 7� �#���� ���
0������
� "�4 Z�$KN[ �� ��� ��� ������� �������U

"��	�� �0�0�0 5�	 Hω �� � ����� +���,����� �����	�� 
�	�
�"��� � ������� -����� �
	���	�
�� �� ���� ��	����� J F�	� ',��� � �����	 s �� �

���	���
 !4#/ !���#� 7���� θ > d/ ���
���� E ∈ J 	���� � �
	
 � $��	� 
���� Lθ(E) = L(θ,E,QW , d, s)/ ����� �� ������	 
����	�����

�� J / 
��� 	��	 �� ��� L > Lθ(E) 	�� �����F��� ���


inf
x∈Zd

P{ΛL(x) �
 !θ,E#�
��	����} > 1 − 1
841d

, WL�N�PX

	��� 	���� � �
	
 δ0 > 0 �� Cζ > 0 
��� 	��	

sup
u∈Zd

E

(
sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2

)
≤ Cζe

−|x|ζ , WL�N�MX

��� 0 < ζ < 1/ F���� I(δ0) = [E − δ0, E + δ0]� G�������/ E ∈ ΣSI �� F� ���� 	�� �����F���
������	��
/

!+1�2�# +������� ������� ���" �� ���������	��� �������	���
3 ��� ���� ω ∈ Ω/ 	�� '����	�����
Hω ��
 ���� ����	 
���	��� �� I ⊂ ΣSI F�	� $��	� ���	������	"� 5�	 {εn,ω}n∈N �� ��
�������	��� �� 	�� �
	���	 ����������
 �� Hω �� �� ���� ��� ���� ζ ∈]0, 1[ �� ε > 0 F�
����/ ��� ����" x, u ∈ Z

d/

‖χx+uφ‖‖χuϕ‖ ≤ CI,ζ,ε,ω‖T−1
u φ‖‖T−1

u ϕ‖〈x+ u〉
d+ε
2 〈u〉

d+ε
2 e−|x|ζ , WL�N�TX

��� ��� φ,ϕ ∈ 4�� Pω({εn,ω})�

!+152# +������������" ������6� ���������	���
3 5�	 I ⊂ ΣSI �� ��	 {εn,ω}n∈N �� 	�� �������	���
�� 	�� �
	���	 ����������
 �� Hω �� �� 8�� ����" ε > 0/ 	���� � �
	
 � ���
	��	 mε > 0
��/ ��� ����
	 ����" ω ∈ Ω/ 	���� � �
	
 � ���
	��	 Cε,ω < ∞/ 
��� 	��	 �� (ϕn,ω)n∈N

��� 	�� �������6� ���������	���
 �

����	� 	� 	�� ����������
 {εn,ω}n∈N �� I/ 	���� � �
	

{xn,ω}n∈N/ 
��� 	��	 ��� ����" n ∈ N �� x ∈ Z

d/ F� ����

‖χxϕn,ω‖ ≤ Cε,ωe
mε(log|xn,ω |)1+ε

e−mε|x−xn,ω|. WL�N�RX

G�������/ 	�� ������6�	��� ���	��
 xn,ω ��� �� ����� �� 
��� � F�" 	��	

|xn,ω| ≥ C̃ωn
1/(4ν), WL�N�SX

��� 
��� $��	� ���
	��	 C̃ω > 0/ �� ν > d/4 �
 �� ������	" 1722/ 
�� WL�L�RX�

OK
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!�8)# ����" �� 	�� 8���� ���9��	���
3 ��� E ∈ ΣSI �� ��� ��" ζ ∈]0, 1[ F� ����

sup
u∈Zd

E{‖χx+uPω((−∞, E])χu‖2
2} ≤ Cζ,λ,Ee

−|x|ζ , WL�N�NKX

F���� 	�� ���
	��	 Cζ,E �
 ������" ����� �� 2�

4����H L�N�Q� ��� ����	��� WL�N�PX �
 ����� 	�� �����
� ������ ��
�� �����
�� !�5+2# �� 	��
%��	
	��� G+�� �� ����	��� �
 ��	�� �
���� 	� ����� 	�� ���������	 �
	���	� >7?@A/ �������
A�(B3 8�� 
��� θ > d/ F� ����

lim sup
L→∞

inf
x∈Zd

P{ΛL(x) �� Wθ,EX�����
���} = 1. WL�N�NNX

��/������ �0�0�0 ;�� �������
�� 
�
�+��� ������  �� Hω �� ������ 
� ��� ��� � �������� 7����
7� �
� ��� ��� ��� �������
� "�4� ����

ΣMSA ={E ∈ R : Hω �
������ 
 ��� ��� V����� �����
�� 
� E 
��

W/(�1X �����  �� ���� L > Lθ(E)}.

0+ ;������ L�N�O� 7� �
�� ΣMSA ⊂ ΣSI �

V� ��������� ��� W��7��X ��
������ �#������ �� ��� 
���
��� ������U

β(p,X ) = lim inf
T→∞

log+ sup
u

E(Mu,ω(p,X , T ))

p log T
, WL�N�NLX

 �� p ≥ 0� X ∈ C∞
c,+(R)� 7���� log+ t = max{0, log t}� 
�� ����� ��� p��� ���
� ��
������

�#������ 
� ��� �����+ E� �+

β(p,E) = inf
I
E

sup
X∈C∞

c,+(I)
β(p,X ), WL�N�NOX

7���� I ������� 
� ���� ������
�� ;�� �#������� β(p,E) ������� 
 ��
���� � ��� �
�� � 
��
������ �� 7
�� �
�8��� 7��� ������
� ������� ��
� E� ����� ���+ 
�� �����
���� �� p� 7� �����
��� ���
� W��7��X ��
������ �#������ β(E) �+

β(E) = lim
p→∞β(p,E) = sup

p>0
β(p,E). WL�N�NQX

V��� ��� ���� � ���� ��
������ �
�� 7� �
� ����� �7� ����������
�+ ���� �� ��� �����+ 
#��
 �� �#�� B > 0� λ > 0� ��� ������ � "������� ������6�	���

ΞDL = {E ∈ R : β(E) = 0}, WL�N�NPX


��� �
���� ��� �����
� ��
������ ������ W;;X �� Z�$KQ[ 
�� ��� ������ � "������� �������6�	���

ΞDD = {E ∈ R : β(E) > 0}, WL�N�NMX

ON
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��� �
���� ��� F��H ��	����� 	���
���	 ������ WV";X� �� Z�$KQ[� ?��� ��
� ΣSI = ΞDL�

J��
�� ��
� �+ ;������ L�N�O� ΣMSA ⊂ ΣSI � ?�7� �� ���7 ��
� ����� �7� ���� 
�� �����
������

� �� ��� ������� �������� 7� 
�� �� ��� ��� �� ���
���� �� ��� �+�
���� � ��� ����
���� �������
��� ��
������ �#������ β� ���� ��� V����� �����
��� �� ���
�� ��� ��� ��� �����
� ������ ��
��
�����
�� WL�N�PX� ;��  ����7��� ������ �� 
� ����������� � Z�$KQ� ;������ L�NN[  �� ��� ���
������� ��������

"��	�� �0�0 0 5�	 Hω �� � +���,����� �����	�� 
�	�
�"��� � ������� -����� �
	���	� F�	�
',��� � �����	 s �� �� ���� ��	����� J �� �

���	���
 !4#/ !���#� 5�	 X ∈ C∞

c,+(R) F�	�
X ≡ 1 �� 
��� ���� ��	����� J ⊂ J / α ≥ 0 �� p > p(α, s) := 12d

s + 2αd
s � ��

lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

1
Tα

E (Mu,ω(p,X , T )) <∞, WL�N�NTX

	��� J ⊂ ΣMSA� �� ���	������/ �	 �����F
 	��	 WL�N�NTX ���
 ��� ��" p ≥ 0�

"�������� 7� �
� �#���� ���� ������ �� 
 ������� ������� 6���� ��� 
��������� ��
� ���
��� � ��
��<
�����  �� 7���� ��� ���7�� �
�� � ��� �
���� ������ 
� 
  ������� � T ��  
����
��
� ���+����
� �
� 
� 
�+�������
��+ ��
�� ����
�����+� 7� �
� ���
�� ��� �����
� ���� �� ��
��
��� 0������
� "�4U

"��	�� �0�0�0 5�	 Hω �� � +���,����� �����	�� 
�	�
�"��� � ������� -����� �
	���	� F�	�
',��� � �����	 s �� �� ���� ��	����� J �� �

���	���
 !4#/ !���#� 5�	 X ∈ C∞

c,+(R) F�	�
X ≡ 1 �� 
��� ���� ��	����� J ⊂ J / α ≥ 0 �� p > p(α, s) := 15d

s + 2αd
s � ��

lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

T
s
d P(Mu,ω(p,X , T ) > Tα) = 0, WL�N�NRX

	��� J ⊂ ΣMSA� �� ���	������/ �	 �����F
 	��	 WL�N�NRX ���
 ��� ��" p ≥ 0�

/ α > s/d� ���� ΣDL ⊂ ΣMSA� 
�� 7� �������� 
 ��
������ ���
���� 
�
������ �� ��
� � 
��� 
���
��� �������

?�#�� 7� �������� ��� �
�� 7���� ���+ 7�
8 �������� � ��� V����� �����
�� ���� W��� Z*�KN�
�*$RS� 0�$KP[XU

��/������ �0�0$0 V� �
+ ��� �
���� ����
��� Hω �
������ 
 W���+����
��+X 7�
8 V�����
�����
�� �� 
� ���� ������
� I 7��� �
�
������ η ∈ (0, 1) 
�� q > 0� �  �� ����+ �����+ E ∈ I

�� ����� �#���� 
 ������ ��
�� L0 ∈ 6N� ���� ��
�  �� L > L0

P
(
dist(E, σω,x,L) ≤ e−Lη) ≤ L−q, WL�N�NSX

��� ����+ 7��� ������� �� x�

/� ��� �
�� � 
� 4������� �������
�� 7���� ��� ����������� ����
�����+ ������������ �� µ� 7�
����� ��� ��� ����
� ������� � ���������+ � 
� s(µ, ε) = supE∈R µ([E − ε, E + ε])� V� �
+ µ ��
����',��� ���	�����
 � �
�
����� ν > 0 �  �� ���� cµ > 0 
�� ε ∈ (0, 1) 7� �
��

s(µ, ε) ≤ cµ
| log ε|ν .

;��  ����7��� ������ ���8� ���� 8��� � ��
����� 7��� �����
� 
�� 7�
8 V����� �����
��� Z�&9KR�
(���
 NO[

OL
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3���
 �0�0! WZ�&9KR[X0 5�	 Hω �� � ����� +���,����� �����	�� �� I0 ⊂ R � �����
��	������ �

��� 	��	 	���� � �
	
 ���
	��	
 QW , L0 
��� 	��	 ��� ����" ε > 0 �� L ≥ L0 ��
�����
� -����� �
	���	� ���


E(trPω,L([E − ε, E + ε])) ≤ QW s(µ, ε). WL�N�LKX

�� 	�� ���
��� µ �
 ����',��� ���	�����
 F�	� ������	�� ν > q+d
η / 	��� Hω 
�	�
$�
 � F��H

-����� �
	���	� F�	� ������	��
 η, q > 0 �� I0 ��� ��� L ≥ L1/ F���� L1 = max{L0, (QW cµ)1/δ}
�� δ := νη − q − d > 0�

;� �������� ��� �+�
���� � ��� �+�����  �� σ > 0� ζ ∈ (0, 1) 7� ����� ��� (σ, ζ)�����#�������
�
�
���� ������ 
� ���� t  �� ��� ���� ��������� �� ��� &�������������� ����� �����
��+ ��
��
��+
���
��<�� �� 
 ���� � ���� ��� 
����� u ∈ Z

d 
�� ���
��<�� �� �����+ �+ 
  ������� X ∈ C∞
c,+(R)

Mu,ω(σ, ζ,X , t) = ‖eσ
2
|X−u|ζe−itHωX (Hω)χu‖2

2. WL�N�LNX

*���� ��� ���� 
���
�� 
�

Mu,ω(σ, ζ,X , T ) =
2
T

∫ ∞

0
e−2t/TMu,ω(σ, ζ,X , t)dt. WL�N�LLX

��/������ �0�0�&0 4�
�������+ �� ��� ��������� � ��� ������ �����
��� ������� ����� ��� ������
� 
���� �����	��� �+�
���
� ���
��<
���� 
�

ΣSEDL =
{
E ∈ I : sup

u∈Z2

E

(
sup
t∈R

Mu,ω(σ, ζ,X , t)
)
<∞  �� ���� σ > 0, ζ ∈ (0, 1)

}
. WL�N�LOX

V� 
�
�� ;������ L�N�M W��� 
��� Z�$KQ� ;������ L�NN[X �� ��� 7�
8 V����� �����
�� 
�
 ����7�U

"��	�� �0�0��0 5�	 Hω �� � +���,����� �����	�� �
 �$�� �����/ 
�	�
�"��� � F��H -�����
�
	���	� �� �� ���� ��	����� J F�	� ������	��
 η ∈ (0, 1)/ �� q > 0� 5�	 X ∈ C∞

c,+(R) F�	�
X ≡ 1 �� 
��� ���� ��	����� J ⊂ J / α ≥ 0/ �� 	�H� ζ > η �� σ > 0� ��

lim inf
T→∞

sup
u∈Zd

1
Tα

E (Mu,ω(σ, ζ,X , T )) <∞, WL�N�LQX

	��� J ⊂ ΣMSA� �� ���	������/ ΣSEDL ⊂ ΣMSA�

&�7����� ��� ��
������ ��
�
�����<
���� ���� ��� ���� ����� ����� 
����������� ����� ���
"�4 7��� 
 ���+����
��+ 7�
8 V����� �����
�� +����� ���+����
�� +�� ��� �����#�������
��
�+�
���
� ���
��<
�����

/� ��������� d = 1�  �� ������
� ��
����� 7���� ������� �� ��� ��������
��� �� 
 ������ ������
 �� �#
���� 0�������� ��
������ ��� �
� ����� ���  ����7��� W�#�������
��+X 7�
8  ��� � ���
V����� �����
�� Z.$"RT� $(�SK� *��KL[ U  �� ����+ η ∈ (0, 1)� σ > 0� ����� �#���� L0 ∈ N 
��
α > 0 ���� ��
�

P
(
dist(E, σω,x,L) ≤ e−σLη) ≤ e−αLη

WL�N�LPX

 �� ����+ E ∈ I 
�� L ≥ L0�

;�� 0������
� "�4 �
� ����� �� ��� ����� 7��� ���� V����� �����
��� +������� �����#�������
�
���
+ � ��� ����
��� 8����� 
�� �� ��� �
�� ����� � ���� � ��� �������� ������� ��� �
� �����
��� �����
����� ΣMSA = ΣSEDL�

OO
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��� ��� �
������� ������� ��� ��� ����������� ������� ����� ��

������� ����!

V� ���
�� ���� ���������� ��� ����
��� Hω,x,L ���� �
��� +� 
���� ������� �� ��� ��� ��� 0����
���
� "�4 Z�$KN� �$KQ[U

W�(/X ��� +�����5��� ��������	" U ��� 
�+ ����
�� ������
� I ⊂ CI� ����� �#���� 
 ����� �����
��
γI ���� ��
�� ����� ��������
��� L, l, l′ ∈ 2N� 
�� ������ x, y, z ∈ Z

d 7���

Λl′(y) ⊂ Λl−3(z) ⊂ ΛL−3(x), WL�L�NX

�����  �� 
��� ω ∈ Ω� � E ∈ I 
�� E /∈ σ(Hω,x,L) ∪ σ(Hω,z,l)� 7� �
��

‖Γx,LRω,x,L(E)χy,l′‖ ≤ γI‖Γz,lRω,z,l(E)χy,l′‖ ‖Γx,LRω,x,L(E) Γz,l‖. WL�L�LX

W1*/X ��� ���������	��� ���" ��������	" U  �� 
�+ ����
�� ������
� I ⊂ CI� ����� �#���� 
 �����
�����
�� γ̃I ���� ��
�  �� 
��� ω ∈ Ω� ����� 
 �����
��<�� ����� ������� ϕ � Hω 7���
�����
��<�� ������
��� E ∈ J �  �� 
�+ x ∈ Z

d 
�� L ∈ 2N 7��� E /∈ σ(Hω,x,L)� 7� �
��

‖χx ϕ‖ ≤ γ̃I‖Γx,LRω,x,L(E)χx‖ ‖Γx,Lϕ‖. WL�L�OX

4 ����������� ��
� 7��� �� � ��� �� ��
�  �� y ∈ suppΓx,L�

‖χxϕ‖ ≤ dγ̃IL
d−1‖Γx,LRω,x,L(E)χx‖‖χyϕ‖. WL�L�QX

W?1X ��� 
�+ ����
�� ������
� I ⊂ CI ����� �#���� 
 ����� �����
�� CI ���� ��
��  �� 
�� x ∈ Z
d


�� L ∈ 2N�
E {trPω,x,L(I)} ≤ CIL

d. WL�L�PX

����� &
�
����'
� 
��
�(������ 
)���	���

/� ����� �� ���� ;������ L�N�O 7� �
�� �� ��������� 
 �����
��<�� ����� ������� �#�
�����

�
���� �� ��� ��� ������� �
��� .���
��� �� Z�$KN� ������� L�O[ 7� ��
�� ��� 
  
���+ � 
7������� ��
��� �
���� ��
� !��� ��� �� �
������
�� ����� ��
���
����� �� u ∈ Z

2 � ��� ����
���
T ������ ����� 
�� ���� 7������ ����� ��
���
���� ���
��
��� �� ��� ���� ��

(�� Tu �� ��� ����
��� �� H ����� �+ ���������
���� �+ ���  ������� (1 + |x − u|2)ν � 7����
ν > d/4� u ∈ Z

2� V� ����� ��� 7������� ��
��� Hu± 
�

Hu
± = L2(Rd, (1 + |x− u|2)±2νdx; C). WL�L�MX

;�� ����������
�  ���

〈φ1, φ2〉Hu
+,Hu

− =
∫
φ1φ2(x)dx  �� φ1 ∈ Hu

+ � φ2 ∈ Hu−

�
8�� Hu
+ 
�� Hu− ���!��
��� ��
� �� �
�� ����� 
�� 7� ������ �+ † ��� ���!��
���� 7��� �������

�� ���� ��
���+� ;�� �
���
� ��!������� ιu+ : Hu
+ → H 
�� ιu− : H → Hu− 
�� ���������� 7���

OQ



(�(� ��� G��	�
���� ����"
�
 ��� 	�� ���������� 
�		���3 )���� �� ������� (���I

����� �
���� 7��� (ιu+)† = ιu−� ;�� ����
���� Tu,+ : Hu
+ → H 
�� Tu,− : H → Hu− ������ �+

Tu,+ = Tuι
u
+� Tu,− = ιu−Tu �� D(Tu) 
�� ����
�+ 7��� Tu,− = T †

u,+� ?��� ��
�

‖χx,L‖H,Hu
+

= ‖χx,L‖Hu−,H ≤ CL,d,ν(1 + |x− u|2)ν , WL�L�TX

 �� 
�� x ∈ R
d 
�� L > 0�

V��� ���� ����������� 7� �
�  ����7 Z�$KN[� ����
���� 
��������� �11  �� ��� �������
����
����� V� �������� 
 �#�� ���� ������
� I 
�� 7� ���
�� ��
� Pω(J) = χJ(Hω) �� ���
������
� ���!������ � ��� ����
��� Hω �� 
 0���� ��� J ⊂ R�

W6�11X 8�� 
��� ν > d/4/ 	�� 
�	 Du,ω
+ = {φ ∈ D(Hω) ∩ Hu

+ : Hωφ ∈ Hu
+} �
 ��
� �� H+ ��

�� �����	�� ���� ��� Hω ��� P−���� ω �� ��� u� ����� � �
	
 � ����� ����	��� f / 
	���	�"
��
�	��� �� 	�� 
���	��� �� Hω 
��� 	��	/ d

sup
u

trH
(
T−1

u f(Hω)Pω(I)T−1
u

)
<∞, WL�L�RX

��� P−���� ω�

/ 6�11 ������  �� 
����� ����+ ω 
�� 
�� u 7� �
��

trH
(
T−1

u Pω(J ∩ I)T−1
u

)
<∞, WL�L�SX

 �� 
�� ������� ���� J � ;��� 7��� ����
�����+ ����  �� 
�� u

µu,ω(J) = ��H
(
T−1

u Pω(J ∩ I)T−1
u

)
WL�L�NKX

�� 
 ������
� ��
����  �� ��� ����������� � Hω �� ��� &������ ��
�� Pω(I)H� 
��  �� ����+ �������
��� J �

µu,ω(J) <∞. WL�L�NNX

;���� 7� �
�� 
 �����
��<�� ����� ������� �#�
����� 
� �� Z�$KN� ������� L[U  �� ����+ u�
����� �#���� 
 µu,ω����
��+ ������
���  ������� Pu,ω(λ̃)  ��� R ���� T1(Hu

+,Hu−)� ��� ��
�� � ��
��
��
�� ����
����  ��� Hu

+ �� Hu−� 7���

Pu,ω(λ̃) = Pu,ω(λ̃)† WL�L�NLX


��
trH

(
T−1

u,−Pu,ω(λ̃)T−1
u,+

)
= 1  �� µu,ω�
��� λ̃� WL�L�NOX

���� ��
�

ιu−Pω(J ∩ I)ιu+ =
∫

J
Pu,ω(λ̃)dµu,ω(λ̃)  �� ������� 0���� ���� J, WL�L�NQX

7���� ��� ������
� �� ��� 0������ ������
� � T1(Hu
+,Hu−)��
����  ���������

;��  ����7��� W
 ����
������ � 
��������� ��11X� �� 
 �������� ������� � 6�11U

OP
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sup
u

E
(
[tr H

(
T−1

u f(Hω)Pω(I)T−1
u

)
]2
)
<∞. WL�L�NPX

��  �� ����+ ������� ��� J �

sup
u

E(µu,ω(J)2) <∞. WL�L�NMX

����� *
��
� �
��� ��� ��������� ������'����

�����7��� ��� 
�������� �� Z�$KN[  �� ������� ����
����� 7� �
� ���7 ��
� &�������� �+�
���
�
���
��<
���� �� 
 ����������� � ��� 
�����
�����+ � ��� 0������
� "�4  �� ��� ��� ������� �������
WZ�$KN� ;������ O�Q[ 7��� ��� �������� �����
� /(�1 WL�N�PX �����
� � ��� ������
� ���X�

V� �
� ����
�� (���
 L�P 
�� (���
 Q�N Z�$KN[ 
�  ����7�� �#������� ��� ���� � �� ���
��7 �����������

3���
 �0�0�0 5�	 Hω �� � ����� �����	�� 
�	�
�"��� �

���	��� 722� -� ���� F�	� ������
����	" ���/ ��� ��� u/ 	��	 ��� µu,ω�����
	 ����" λ̃/

‖χxPu,ω(λ̃)χy‖1 ≤ C(1 + |x− u|2)ν(1 + |y − u|2)ν , WL�L�NTX

��� ��� x, y ∈ R
d/ F�	� C � $��	� ���
	��	 ��������	 �� λ̃, ω �� u�

+����
�/ ��������/ 	��	 �

���	��� 2�� �� >7?@�B �
 
�	�
$� �� 
��� ������	 ��	�����
I0 ⊂ I� 7���� I ⊂ I0/ m > 0/ L ∈ 6N �� x, y ∈ Z

d/ �� ω ∈ R(m,L, I, x, y)/ F�	� R(m,L, I, x, y)
�$�� �
 �� WL�L�LOX/ 	���

‖χxPu,ω(λ̃)χy‖2 ≤ Ce−mL/4(1 + |x− u|2)ν(1 + |y − u|2)ν , WL�L�NRX

��� µu,ω�����
	 ��� λ̃ ∈ I/ F�	� C = C(m,d, ν, γ̃I0)/ F���� γ̃I0 �
 	�� ���
	��	 �� �

���	��� 2���

)���� �� ������� (���I� ;� 
���+ ��� "�4 �� ��� ��� ������� �
�� 7� ���� ���� �� ���� +  ��

� ����
��� �
��� +��� ���+ ���������� J� /4* 
�� 6V1� ��� ��
��
�� 
���������� �(/� 1*/
Z�$KN[� ���� ?1 
�� 6��11� 7���� 
�� �������� 
���������� ��
� ����� ��
��� �� ��� ���������

�������

4�  �� �(/ 
�� 1*/� ����� 
�� ������������� 
���������� ��
� ����  �� �
�� ω ∈ Ω 
�� �����
���� � ���� �� Z�$KQ� 4������# 4[� ������ �� �������+ J� 7��� �� ��� � ���������+� /� ���
�
�� 
������# 7� ��� ��
� 
��������� ?1 �� ��� ��� �� ����� �������� �� x ∈ R

d 
�� ������ ��
�������+ J �� �� ����� �� ��� ���� �����
� �������� ;�� �
�� �� ����  �� Z�$KQ� (���
 4�O[�

�� �
� �� �#������ �� 
� 
�
��� 7
+ �� ��� �
�� H0 = HB Z0�$�KP� ������� L�N[� ������� ���
���� �
�� � 6��11 W
�� 6�11X�

4�  �� ��� ��
�� �����
�� WL�L�NPX �  �� ��� �
�� H0 = −∆ ��  ����7�  ��� Z�$KQ� (���
 4�Q[

�� Z$$�KL� ;������ N�N[� �
8��� V = 〈X − u〉−2ν ������ ��� ������ ����� ��� ��� �� u� /� �
�
�� �#������ �� ��� �
�� H0 = HB 
� �� Z0�$�KP� %���������� L�N[�

OM



(�(� ��� G��	�
���� ����"
�
 ��� 	�� ���������� 
�		���3 )���� �� ������� (���I

;� ���
�� ��� �
��� ������ � "�4 Z�$KN� ;������ O�Q[ 7� ���� ���������� /4*� �(/� ?1

�� 6V1 ��  ����7 
� 
�
��� ����
���� ���������� J��
�� ��
� �� ����� 
������� �������� 
��
$���� �
8� �7� �������� � "�4 �+ ������� 
�� $����� ������� ����� �����
��� +������� ����� �7�
"�4 
�� ���� �������
����� ���� �� ���
�� ��� ��������� ������ ��� � ��� 7�
8��� �+���������
�� �� ����� �� �#���� ���� ������� �� ��� ��� ������� ������� 7� �� �����
�� ���� �������� 1
��
���� �������� � 
 �����+ ��������� ������������� �
�� 7���� 7� ��� �(/� 
�� ����� ��� �� ����
��� ������ �� ��� ��
������ � ��� ��#�� 7��� 7� ��� ��� ��� ���������� 
�� 
 ����
��������
�
��� 7���� 7� ��� 6V1 �����
� � V1 �� ���
�� 
� �����
�� �� ��� ����
�����+ � �
���� �
�
������� �� 
 �������� ����� ��
� ��� ���
�� ��
� ��� ��� ��� 7��� ������� �� ��� ��
������ � ���
��# �� ��
���

V� ����� 7��� ��� ������ �����+ �������
�� 
�
�+���� ;������� P�N 
�� P�M Z�$KN[� 7���� ��
��� ����������� ������� �������� �� �����
���� ��� ���
+ � 

pL = sup
x∈Zd

px,L, WL�L�NSX

7����

px,L = P{ΛL(x) �� �
�} WL�L�LKX

W���� 
 ��# �� �
� � �� �� ��� (θ,E)�
��	����  �� HωX� /� ��� ������� �
�� 7� ���� ���+ �� ��������
p0,L� &+�������� WL�N�PX ������� 7� �
�  ����7 ��� �
�� ����
���� ��������� �� 
�� ��#�� ��������
�� x ∈ Z

d� 7���� p0,L �� ���� ����
��� �+ pL� V� ��� ���������� �(/ 
�� 6V1 �����
� � V1�

�� ��� ������������� 
�������� ���
�� ��� �
��� ����� ���+ �� ��� ������ �� ��� ���
���� � 
��� ��#� .���������� 
 &'���� �#������ s �� V1 ������� ��
� ��� ������ � ��� �����
� ������
��
�� 7��� 
��� ������ �� s�

?�#� 7� �������� ��� �����+ ������
� �������
�� 
�
�+���� ;������� P�L 
�� P�T Z�$KN[� 7����
�� ��� �����
� ������� �������� �� �����
����

p̃L = sup
x,y∈Zd

|x−y|>L+�

p̃x,y,L, WL�L�LNX

7���

p̃x,y,L = P{R(m,L, I(δ0), x, y)c}, WL�L�LLX

7���� I(δ0) = [E − δ0, E + δ0]�  �� ���� δ0 > 0 
��

R(m,L, I(δ0), x, y) = {ω :  �� ����+ E ∈ I(δ0)� ΛL(x) �� ΛL(y) �� ����} WL�L�LOX

W���� 
 ��# �� ���� � �� �� (m,E)��������  �� Hω� 7��� m �� �� �������� �
���X� /� ��� �������
�
�� �� ��a��� �� �������� p̃x,y,L� V� �
� ����  ����7 ��� ������
� ����
���� ��������� �� ����
�����
��� ����
���� p̃x,y,L �+ p̃L� ���
����� 
� 
�
��� � Z�$KN� 1�� O�Q[� ����� ����� �#���� δ0 > 0
���� ��
� ����� 
�+ ζ� 0 < ζ < 1 ����� �� 
 ������ ��
�� L0 <∞ 
�� 
 �
�� mζ = m(ζ, L0) > 0
���� ��
� � 7� ��� Lk+1 = [Lα

k ]6N� 0 < α < ζ−1 �k = 0, 1, 2, ... 7� �
��

OT



����	�� (� ������	���6�	��� �� 	�� ����
�� 	���
�	���

inf
x,y∈Zd

|x−y|>L+�

P{R(mζ , Lk, I(δ0), x, y)} ≥ 1 − e−Lζ
k . WL�L�LQX

;� ������ ������� �� ��� �������� 
�� ��� �+�
���� � ��� ����
���  ��� ���� �����
�� 7�
���� �� �������� 
��� ���������� 1*/ 
�� 6��11� ;���� 7��� (���
 L�L�N �� �
��� WL�L�LQX

�� 6��11 7� �
�  ����7 ��� ���� � Z�$KN� ;������ O�R[ 7��� ����� ������
������ V� 7
��
�� ���7 ��
� � WL�L�LQX ����� 7� �
�� ��
�  �� 
�+ 0 < ζ < 1� ����� �� 
 ����� �����
�� Cζ ����
��
�

sup
u

E

(
sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2

)
≤ Cζe

−|x|ζ , WL�L�LPX

��� ����� 7� �������� ��� �
�� � ������ x, y 
� ��� �
�� x+ u, u� 
�� �# x ∈ Z
d 
�� k ���� ��
�

Lk+1 + � > |x| > Lk + �� V� ����� ��� �#����
���� �� WL�L�LPX �� �7� �
���U ��� ���� ��� ���� ���
��� R(mζ , Lk, I(δ0), x+u, u) 
�� ��� ������ ��� ���� ��� ����������� 7���� �
� ����
�����+ ����

��
� e−Lζ
k � ��� ����+ �� u� �+ WL�L�LQX� V�  ����7 ��� 
�������� �� Z�$KN� 1�� Q�R�Q�NO[� 0+

WL�L�NQX 
�� (���
 L�L�N 7� �
� 7�����  �� 
 �������� �����
�� C1�

sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2 ≤ C1e
−Lζ

kµu,ω(I). WL�L�LMX

;��� ��������

sup
u

E

(
sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2;R(mζ , Lk, I(δ0), x+ u, u)

)

≤ C2
1 sup

u
E{(µu,ω(I(δ0)))2}e−2Lζ

k . WL�L�LTX

4�  �� ��� �#����
���� ���� R(mζ , Lk, I(δ0), x+ u, u)c� WL�L�LQX ������� ��
�

sup
u

P(R(mζ , Lk, I(δ0), x+ u, u)c) < e−Lζ
k ,

���� +������

sup
u

E

(
sup
‖f‖≤1

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2;R(mζ , Lk, I(δ0), x+ u, u)c

)

≤ 4ν sup
u

E{(µu,ω(I(δ0)))2}
1
2 e−

1
2
Lζ

k , WL�L�LRX

7���� 7� ��� ���  
�� ��
� �+ WL�L�NKX 7� �
� 7����

‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2 ≤ ‖f‖2‖Pω(I(δ0))χu‖2

2 ≤ C‖f‖µu,ω(I(δ0)). WL�L�LSX

.�������� WL�L�LTX 
�� WL�L�LRX� ����� 6��11 7� ���
�� ��� ������� ���
+� �
���+ WL�L�LPX�

?�7 7� �
� ����� 
 ������ ������� � �+�
���
� ���
��<
���� 
� �� Z�$KN� .�����
�+ O�NK[�
?����� ��
�� � p > 2

OR



(�I� ��� F��H ��	����� 	���
���	 ������3 )����
 �� �������
 (���J �� (���K

〈X − u〉p =
∑
x∈Zd

(1 + ‖y − u‖2)p/2χx(y) ≤ Cd

∑
x∈Zd

(1 + ‖x− u‖2)p/2χx(y)

= Cd

∑
x∈Zd

(1 + ‖x‖2)p/2χx+u(y), WL�L�OKX

�� 7� �
���

‖〈X − u〉p/2f(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2

= tr [χuf(Hω)Pω(I(δ0))〈X − u〉pPω(I(δ0))f(Hω)χu]

≤ Cd

∑
x∈Zd

(1 + ‖x‖2)p/2tr [χuf(Hω)Pω(I(δ0))χx+uPω(I(δ0))f(Hω)χu]

= Cd

∑
x∈Zd

(1 + ‖x‖2)p/2‖χx+uf(Hω)Pω(I(δ0))χu‖2
2. WL�L�ONX

;
8��� ��� �#����
���� 
�� ���� ��� �������� ���� u ∈ Z
2� �+ WL�L�LPX 7� ���
�� ������

&���+�
���
� ���
��<
���� �� ��� �����+ ������
� I(δ0)�

�����7��� ��� ���� � Z�$KM� .�����
�+ O[� 
 ��� 
�
����� Z�$KM� ;������ N[ �� ��� �������
7� ���
�� ��� ����
��� ��� ��� ���
+ � ����� ������� ������
����� �6*1.� 4�  �� �������+
*�%� �� �� 
 ����������� � WL�L�LPX �������� 7��� Z0�$KQ� ;������ N�Q[� 7���� �� 
 ������
�������� ������ 
��� �
��� �� ��� �������� �� ��� ����� � Z�$KM� ;������ O[� ;�� ���� � �6(1
 ����7� �� ��� �
�� ����� 
� Z�$KN� ;������ O�NN[� 
� 
 ����������� � WL�L�LQX 
�� 6�11�

��! ��� "�# ������� ����$��� ������ ������ �� �������� ����%

�� ����&

&��� 7� �
� ������� 
� �� Z�$KQ[� ����� 7� ��
�� ���  ����7��� (���
� 7���� �� 
� ���������
��
������ �� ��� ���� � Z�$KQ� (���
 M�Q[� 
�
���� �� ��� 6V1 7��� &'���� �#������ s� V�
�������� 
 ���� ΛL(x) 7��� 
�����
�+ x �� 7� ���� ��  ��� ��� ���
�����

3���
 �0�0�0 5�	 Hω �� � ����� +���,����� �����	�� 
�	�
�"��� � ������� -����� �
	���	�
�� �� ���� ��	����� I/ F�	� -����� ���
	��	 QW �� ',��� � �����	 s� 5�	 p0 > 0 �� γ > d�
8�� ���� E ∈ I/ 	���� � �
	
 L = L(d,E,QW , γ, p0, s) ����� �� ������	 
��
�	
 �� I/ 
���
	��	/ ����� L ∈ 2N F�	� L ≥ L/ �� 
��
�	
 B1 �� B2 �� ΛL!��	 ����

����" �
9���	# F�	�
B1 ⊂ ΛL−5/2 �� Λ̄L−1 \ ΛL−3 ⊂ B2/ 	��� ��� ���� a > 0 �� 0 < ε ≤ 1 F� ����

P

(
‖χ2Rω,L(E + iε)χ1‖L >

a

4

)
≤ P

(
‖χ2Rω(E + iε)χ1‖ >

a

Lγ

)
+
p0

10
, WL�O�NX

��

OS



����	�� (� ������	���6�	��� �� 	�� ����
�� 	���
�	���

P

(
‖χ2Rω,L(E)χ1‖L >

a

2

)
≤ P

(
‖χ2Rω(E + iε)χ1‖ >

a

Lγ

)

+QW

(
4ε
a

)s/2

Ld +
p0

10
, WL�O�LX

F���� χi 
	��
 ��� χBi / i = 1, 2�

)���� �� ������� (���J� 0+ ��� �
�� 
�������� ���� �� Z�$KQ� ;������ Q�L[� �� ��a��� �� ���7
��
�� ����� ��������� WL�N�NRX�  �� �
�� E ∈ J ����� �� ���� θ > d/s ���� ��
�

lim sup
L→∞

inf
y∈Zd

P

(
‖Γy,LRω,y,L(E)χy,L/3‖y,L ≤ 1

Lθ

)
= 1, WL�O�OX

���� ��� ��
����� ���������  �� ��� �������
� "�4� WL�N�PX� �� ��� ������ �������� ����� 
� ����
����� ��
�� L > Lθ(E)�

(�� E ∈ J � θ > d/s 
�� L ∈ 6N� V� ��
�� �+ �����
����

PE,L := sup
y

P

(
‖Γy,LRω,y,L(E)χy,L/3‖y,L >

1
Lθ

)
. WL�O�QX

V� ��������� 
� �� Z�$KQ� 1�� M�LM�M�LR[� �����

χy,L = χy,2L/3 + χy,L\2L/3, 7���� χy,L\2L/3 = χy,ΛL\Λ2L/3
,

�� W �� ���������+ 7� ���� ��� ��������� y  ��� ��� ����X

PE,L ≤ sup
y

P

(
1

4Lθ
< ‖Γy,LRω,L(E + iε)χy,L/3‖L

)
WL�O�PX

+ sup
y

P

(
1

2Lθ
< ε‖Rω,L(E + iε)‖L‖Γy,LRω,L(E)χy,2L/3‖L

)
WL�O�MX

+ sup
y

P

(
1

4Lθ
< ε‖Rω,L(E)‖L‖χy,L\2L/3Rω,L(E + iε)χy,L/3‖L

)
. WL�O�TX

;� �����
�� ��� ���� ���� 7� ��� WL�O�NX 7��� a = L−θ� 4�  �� ��� ����� 7� ��� WL�O�LX 
��
WL�O�NX� �����������+� 7��� a = 1� ���� ��� ��� ��� V����� �����
��� V� ���
��

PE,L ≤ sup
y

P

(
1

Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iε)χy,L/3‖

)
WL�O�RX

+ sup
y

P

(
1
Lγ

< ‖Γy,LRω(E + iε)χy,2L/3‖
)

WL�O�SX

+ sup
y

P

(
1
Lγ

< ‖χy,L\2L/3Rω(E + iε)χy,L/3‖
)

WL�O�NKX

+ QI(4ε)s/2Ld + 2QIε
sLθs+d +

3p0

10
, WL�O�NNX

QK



(�I� ��� F��H ��	����� 	���
���	 ������3 )����
 �� �������
 (���J �� (���K

 �� L > L� 7��� L 
� �� (���
 L�O�N� 7���� γ > d/s� 0 < ε ≤ 1� 0 < p0 < 1 
�� QI = sup
E∈I

QW <

∞ W���
�� ��� V����� �����
�� QW �� WL�N�LX ������� �� EX� ���

L = L(I, ε) :=

[(
p0

20QIεs

)1/(θs+d)
]

6N

, WL�O�NLX

�� ��
�
QI(4ε)s/2Ld ≤ p0

10

�� 2QIε

sLθs+d ≤ p0

10
.

V� ���� �����
���

sup
y

P

(
1

Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iε)χy,L/3‖

)
. WL�O�NOX

;� �� ����� 7� ��������� ��� ���� ����� ���  ������� X (Hω) ��
� ���
��<�� �� �����+ � +�������

sup
y

P

(
1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χy,L/3‖

)
WL�O�NQX

+ sup
y

P

(
1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iε)(1 −X (Hω))χy,L/3‖

)
. WL�O�NPX

��� ��� ������ ���� 7� ��� .���+����	� �����
���+ 
��  ����7 Z�$KQ� 1�� M�OL � M�OQ[� �� 7�
�
� ����� �� �+ p0/12�

1����
���� �� ��� �
�� 7
+ ��� ����� WL�O�SX 
�� WL�O�NKX 7� ���
�� ��
�  �� L ��� �������

PE,L ≤ sup
y

P

(
1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χy,L/3‖

)
WL�O�NMX

+ sup
y

P

(
1

2Lγ
< ‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χy,2L/3‖

)
WL�O�NTX

+ sup
y

P

(
1

2Lγ
< ‖χy,L\2L/3Rω(E + iε)X (Hω)χy,L/3‖

)
+

3p0

4
. WL�O�NRX

4�  �� ��� ���� �����

P

(
1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χy,L/3‖

)
≤ 2Lθ+γ

E
(
‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χy,L/3‖

)
WL�O�NSX

≤ 2Lθ+γ
∑

u∈Λ̃L/3(y)

E (‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χu‖) . WL�O�LKX

��� 
�+ u �#��� ����� 
 ����
�� ���������
� I ⊂ J 
�� M > 0 7� ��� U

Au,M,I,ε =
{
E ∈ I : E

(
‖〈X − u〉p/2Rω(E + iε)X (Hω)χu‖2

2

)
≤Mε−(α+1)

}
.

QN



����	�� (� ������	���6�	��� �� 	�� ����
�� 	���
�	���

V� �
��� �
8��� T = ε−1 
�� ����� Z�$KQ� (���
 M�O[

|I \Au,M,I,ε| ≤
1

Mε−(α+1)

∫
R

E

(
‖〈X − u〉p/2Rω(E + iε)X (Hω)χu‖2

2

)
dE

=
2π

MTα+1

∫ ∞

0
e−2t/T

E

(
‖〈X − u〉p/2e−itHωX (Hω)χu‖2

2

)
dt

≤ π

MTα
sup

u
E (Mu,ω(p,X , T )) .

WL�O�LNX

4����H L�O�L� ��	��� 	��	 	�� ��������
 
�	
 Ak,I,M �� 	�� ����� >7?@A/ ������� (���B � ��	
F��H �� 	�� ��� ������ 
�		���/ 
� F� ��� 	� ���
��� � �����" �� 
�	
 Au,M,I,ε/ ��� � �" u�

0+ �+�������� WL�N�NTX 7� �
� ���8 
 �������� Tk → ∞ ���� ��
�  �� k ��� ������� 7� �
��
sup

u
E (Mu,ω(p,X , Tk)) < CTα

k � ����  �� ��� ������������� �������� εk → 0+ 7� �
��

|I \ Au,M,I,εk
| ≤ C

M
. WL�O�LLX

?����� ��
� ���� ����� �� ��� ��� �� u�

;����  �� 
� E ∈ I �#�� 
�� εk = T−1
k � ������ E ∈ Au,I,M,εk

�� 7���� �
�� 7� �
���

E (‖Γy,Lk
Rω(E + iεk)X (Hω)χu‖)

≤ Cp,dL
−p/2
k E

(
‖〈X − u〉p/2Rω(E + iεk)X (Hω)χu‖2

)
≤ Cp,dL

−p/2
k E

(
‖〈X − u〉p/2Rω(E + iεk)X (Hω)χu‖2

2

)1/2

≤ Cp,dL
−p/2
k M1/2ε

−(α+1)/2
k , WL�O�LOX

7���� 7� 7���� Lk = L(I, εk)� �� ����� E ∈ I \Au,M,I,εk
� �� �+ WL�O�LLX ����� �#���� Eu ∈ Au,I,M,εk

���� ��
�

|E − Eu| ≤
C

M


�� ��� �+ ��� ��������� �������+ 
�� ��� ��������� � Au,M,I,ε�

E (‖Γy,Lk
Rω(E + iεk)X (Hω)χu‖) ≤ E (‖Γy,Lk

Rω(Eu + iεk)X (Hω)χu‖)
+ |E − Eu|E (‖Rω(E + iεk)‖‖Rω(Eu + iεk)‖)

≤ Cp,dL
−p/2
k M1/2ε

−(α+1)/2
k +

C

Mε2k
. WL�O�LQX

;���� ����

QL



(�I� ��� F��H ��	����� 	���
���	 ������3 )����
 �� �������
 (���J �� (���K

P

(
1

2Lθ+γ
k

< ‖Γy,Lk
Rω(E + iεk)X (Hω)χy,Lk/3‖

)
WL�O�LPX

≤ C ′
p,dL

θ+γ−p/2+d
k M1/2ε

−(α+1)
k

+ C ′′
p,d

Lθ+γ+d
k

Mε2k
.

WL�O�LMX

;�� ���
����� ����� WL�O�NTX 
�� WL�O�NRX 
�� �����
��� �� ��� �
�� 7
+� ����� ���  
��
��
� ����(Λ̄L−1 \ ΛL−3,Λ 2L

3
) ≥ L

3 − 3
2 
�� ����(ΛL\ 2L

3
,Λ 2L

3
) ≥ L

6 � ��� ����� ����� 7� ���
�� 
�

�����
�� 
� WL�O�LPX 7��� �����
��� C ′(2)
p,d �C ′′(2)

p,d 
�� C
′(3)
p,d � C ′′(3)

p,d � �����������+� 
�� 7��� �� θ ��
��� �#������ � L� *����� �+ Cp,d ��� �
#��
� �����
��� 
�� ����� Lθ < Lθ+γ � ��� �����
�� ��
WL�O�LPX ����� Cp,d 7��� ����+ ��� �
�� �����
�� �� WL�O�NTX 
�� �� WL�O�NRX�

?�7�  �� p ���� ��
� p > p′(α, s) = α2d
s + 12d

s � 7� �
� ��� θ, γ > d/s  �� 7����

p > 5θ + 3γ + 2d+ (α+ 1)(θs+ d)/s, WL�O�LTX

�� � 7� ���

M = L3θ+γ
k , WL�O�LRX


�� ���
��

ε
−(α+1)/2
k = Cp0,QI

L
(α+1)(θs+d)/2s
k , ε−2

k = C ′
p0,QI

L
−2(θs+d)/s
k . WL�O�LSX

7� ���
���  �� k ��� ������ ��������� �� d, I, p, α, θ, γ, s, p0, QI �

C ′
p,dL

θ+γ−p/2+d
k M1/2ε

−(α+1)
k < p0/24 WL�O�OKX


��

C ′′
p,d

Lθ+γ+d
k

Mε2k
< p0/24, WL�O�ONX

�� ����� �#���� 
 �������� Lk → ∞ ���� ��
�  �� k ��� �������

P

(
1

2Lθ+γ
k

< ‖Γy,Lk
Rω(E + iεk)X (Hω)χy,Lk/3‖

)
<
p0

12
. WL�O�OLX

;�� �
�� 
������� ���7� ��
� ��� ����� WL�O�NTX 
�� WL�O�NRX 
�� ��
���� ��
� p0/12�  �� k ���
�������

/�������� ���� �� WL�O�NMX�WL�O�NRX 7� ��� ��
�

lim sup
k→∞

sup
y

P

(
1
Lθ

k

< ‖Γy,Lk
Rω,y,Lk

(E)χy,Lk/3‖Lk

)
≤ p0, WL�O�OOX

QO



����	�� (� ������	���6�	��� �� 	�� ����
�� 	���
�	���

����� 0 < p0 < 1 �� 
�����
�+� 7� �������� ��
� WL�O�OX �����  �� �
�� E ∈ I�

)���� �� ������� (���K� ���� ���
���� WL�O�OX �� ���
���� WL�O�NRX ��� �������� ���� ���
���
�
��� �� ��� ������� �������� V� 7��� ���+ �����
�� WL�O�NMX� ����� ��� ���
����� ����� WL�O�NTX

�� WL�O�NRX �
� �� �����
��� �� ��� �
�� 7
+� ?����� ��
�

P

(
1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χy,L/3‖

)

≤P

⎛
⎜⎝ 1

2Lθ+γ
<

∑
u∈Λ̃L/3(y)

‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χu‖

⎞
⎟⎠

≤
∑

u∈Λ̃L/3(y)

P

(
1

2Lθ+γ+d
< ‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χu‖

)
. WL�O�OQX

;� �����
�� ��� ����� � ��� �
�� �����
���+� ���  ����7���  ����7��� ����
 �� �����
��

3���
 �0�0�0 ����� � �
	
 L = L(I, p, θ, γ, d, α, s, p0, QI) 
��� 	��	 ��� ��" u ∈ Λ̃L/3(y) F�	�
L = L(I, ε) �
 �� WL�O�NLX/ L ≥ L �� E ∈ I $ �/ ��

p > p(θ, γ, d, α, s) := α
(θs+ d)

s
+ 9θ + 3γ + 2d+

d

s
, WL�O�OPX

	���/ ��� T = ε−1/

{
ω : ‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χu‖ >

1
2Lθ+γ+d

}
⊂ {ω : Mu,ω(p,X , T ) > Tα} . WL�O�OMX

?�7� � p > p(α, s) := 15d
s + 2αd

s � ���� ����� �#��� θ, γ > d/s ���� ��
� p > p(θ, γ, d, α, s) >
p(α, s) �� (���
 L�O�O ����� +��������  �� L = L(I, ε) 
� �� WL�O�NLX ��� �������

P

(
1

2Lθ+γ
< ‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χy,L/3‖

)
≤ Cp0,QI

T
s
2 sup

u
P(Mu,ω(p,X , T ) > Tα), WL�O�OTX

7���� Cp0,QI
�����  ��� Ld = Cp0,QI

T
s
2 � �+ WL�O�NLX�

0+ �+�������� WL�N�NRX� 7� �
� ���8 
 �������� Tk → ∞ ���� ��
�  �� k ��� ������

T
s
2
k sup

u
P(Mu,ω(p,X , Tk) > Tα

k ) < p0/12. WL�O�ORX

/� 
� 
�
������ 7
+ 7� �
� �����
�� WL�O�NTX 
�� WL�O�NRX� /�  ����7� ��
�  �� 
�� E ∈ I 7� �
��

QQ



(�I� ��� F��H ��	����� 	���
���	 ������3 )����
 �� �������
 (���J �� (���K

lim sup
k→∞

sup
y

P

(
1
Lθ

k

< ‖Γy,Lk
Rω,y,Lk

(E)χy,Lk/3‖Lk

)
< p0. WL�O�OSX

����� 0 < p0 < 1 �� 
�����
�+� 7� �������� ��
� WL�O�OX �����  �� �
�� E ∈ I�

)���� �� 5���� (�I�I � (�� ω ∈ {ω : Mu,ω(p,X , T ) ≤ Tα}� ��� 
 ����� ����
�� ���������
�
I ⊂ J � M > 0 
�� L = L(ε, I) 
� �� WL�O�NLX� 7� ���

Au,ω,M,I = {E ∈ I : ‖〈X − u〉p/2Rω(E + iε)X (Hω)χu‖2
2 ≤Mε−(α+1)}.

V� �
��� ����� Z�$KQ� (���
 M�O[

|I \Au,ω,M,I | ≤
1

Mε−(α+1)

∫
R

‖〈X − u〉p/2Rω(E + iε)X (Hω)χu‖2
2dE

=
2π

MTα+1

∫ ∞

0
e−2t/T ‖〈X − u〉p/2e−itHωX (Hω)χu‖2

2dt

=
π

MTα
Mu,ω(p,X , T )

≤ π

M
, WL�O�QKX

7���� ��� �
�� ����� �� ��� ��� �� u 
�� ω�

;����  �� 
� E ∈ I �#�� ������ E ∈ Au,ω,M,I �� 7���� �
�� 7� �
��

‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χu‖ ≤ Cp,dL
−p/2‖〈X − u〉p/2Rω(E + iε)X (Hω)χu‖2

≤ Cp,dL
−p/2M1/2ε−(α+1)/2 WL�O�QNX

�� ����� E ∈ I \ Au,ω,M,I � �� �+ WL�O�QKX ����� �#���� Eu,ω ∈ Au,ω,M,I ���� ��
�

|E − Eu,ω| ≤
π

M


�� ����� ���� �+ ��� ��������� �������+ 
�� ��� ��������� � Au,ω,M,I �

‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χu‖ ≤ ‖Γy,LRω(Eu,ω + iε)X (Hω)χu‖
+ |E − Eu,ω|‖Rω(E + iε)‖‖Rω(Eu,ω + iε)‖

≤ Cp,dL
−p/2M1/2ε−(α+1)/2 +

π

Mε2
. WL�O�QLX

?�7�  �� p ���� ��
� p > p(θ, γ, d, α, s) 7� �
��

2(θ + γ + d) < p− 6θ − γ − (1 + α)(θs + d)/s, WL�O�QOX

QP



����	�� (� ������	���6�	��� �� 	�� ����
�� 	���
�	���

�� � 7� ���
M = L6θ+γ , WL�O�QQX


�� ���
��
ε−(1+α)/2 = Cp0,QI

L(1+α)(θs+d)/2s, WL�O�QPX

7� ���
���  �� L ��� ������ ��������� �� d, I, p, α, θ, γ, s, p0, QI �

Cp,dL
−p/2M1/2ε−(α+1)/2 = Cp,d,QI ,p0L

−(p/2−(6θ+γ)/2−(1+α)(θs+d)/2s)

<
1

4L(θ+γ+d)
WL�O�QMX


��

π

Mε2
= C ′

p0,QI
L6θ+2γ−2(θs+d)/s <

1
4L(θ+γ+d)

. WL�O�QTX

/�������� ���� �� WL�O�QLX ������ ��� ����
�

��' ��� ��� ��  "�# (����� ������� ����� �� ������� ������

)���� �� ������� (������ ��� ��� ���+����
� 7�
8 V����� �����
�� WL�N�NSX� �� ����� �� ��
��
��� "�4 7� ���� 
 ��G����� /(�1 ��
� WL�N�PX W��� ��� P�T� ;������ P�M �� Z�$KN[X� /� �� ������
�� ���7 ��
��  �� �
�� E ∈ J ����� �� ���� θ > η ���� ��
�  �� L0 ��� ������

lim sup
L→∞

inf
y∈Zd

P

(
‖Γy,LRω,y,L(E)χy,L/3‖y,L ≤ e−Lθ

)
≥ 1 − 1

Lξ
, WL�Q�NX

(�� E ∈ J � θ > d 
�� L ∈ 6N� V� ������� 
� �� Z�$KQ[ 
�� 7� ��
�� �+ �����
����

sup
y∈Zd

PE,y,L := sup
y∈Zd

P

(
‖Γy,LRω,y,L(E)χy,L/3‖y,L > e−Lθ

)
, WL�Q�LX

0+ 
�
����� ��� ���� � Z�$KQ� (���
 M�O[ W��� (���
 L�O�NX �� ��� 7�
8 V����� �����
��
7� ���
�� ���  ����7��� ����


3���
 �0�0�0 5�	 Hω �� � +���,����� �����	�� �
 
	�	� �����/ 
�	�
�"��� � F��H -�����
�
	���	� �� �� ���� ��	����� J � 8�� E ∈ J �� p0 > 0� 	���� � �
	
 L = L(p0, d, E, q, θ, η)/ 
���
	��	 ��� L > L/ �� 	�H���

ε = e−3Lθ
, WL�Q�OX

F� ����

P

(
‖Γy,LRω,L(E)χy,L/3‖L > e−Lθ

)
≤ P

(
‖Γy,LRω(E + iε)χy,L/3‖ >

e−3Lβ

2

)
+ 2p0. WL�Q�QX

QM



(�A� ��� ��
� �� � F��H -����� �
	���	�3 )���� �� ������� (�����

;� �����
�� ��� supy � ��� ������ � WL�Q�QX 7� ��������� �� �����+ ����� 
 ����G  �������
X ∈ C∞

c,+(R) ���� ��
� X ≡ 1 �� J � 7� 
�� �� � 7��� ��� ���

sup
y

P

(
e−3Lβ

4
< ‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χy,L/3‖

)
WL�Q�PX

+ sup
y

P

(
e−3Lβ

4
< ‖Γy,LRω(E + iε)(1 −X (Hω))χy,L/3‖

)
. WL�Q�MX

6���� .���+����	� �����
���+ 7� �
� �����
�� WL�Q�MX �+

4e3Lβ
E
(
‖Γy,LRω(E + iε)(1 −X (Hω))χy,L/3‖

)
= 4e3Lθ

E
(
‖Γy,LfE,ε(Hω)χy,L/3‖

)
, WL�Q�TX

7����
fE,ε(u) = (u− (E + iε)−1))(1 −X (u)) WL�Q�RX

�� 
 �������� ��������+ ��G������
���  ������� �� ��� ��
� ���� W��� Z�$KQ[X� "�������� ������
��� X �����������+� fE,ε �� � 7������� �����+���
�� Ga

1(R)� 7��� a 
�����
���+ ����� �� 1� 
��
�+ ������� �� ��� ����#�������
� ���
+ � �����+��+��  �������� � ����'������ ����
���� ��
Z0�$KQ� ;������ N�Q�W�X[�  �� �
�� a′ 7��� a′ > a ����� �#��� �����
��� C1 
�� c2 ���������
���+ �� ���  ������� fE,ε ���� ��
� P�
��

‖χyfE,ε(Hω)χx‖ ≤ C1e
−c2|x−y|1/a′

,  �� 
�� x, y ∈ R
d. WL�Q�SX

.������� a′ �����������+� ���� ���  
�� ��
� dist(Υy,L,Λy,L/3) = L
3 − 3

2 7� ��� ��
�  �� L ���
������� ��������� �� θ,C1, c2, p0�

sup
y

4e3Lθ
E
(
‖Γy,LfE,ε(Hω)χy,L/3‖

)
< p0 WL�Q�NKX

;��� +������

PE,y,L ≤ 4e3Lθ
E
(
‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χy,L/3‖

)
+ 3p0 WL�Q�NNX

≤ 4e3Lθ
∑

u∈Λy,L/3

E (‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χu‖) + 3p0 WL�Q�NLX

WL�Q�NOX

?�7� Z�$KQ� %���� M�N[ 
������ �� ��� ����#�������
� ������ �����

Mu(σ, ζ,X , T ) =
1
πT

∫
R

E

(
‖eσ

2
|X−u|ζRω(E + i

1
T

)X (Hω)χu‖2
2

)
dE WL�Q�NQX

�� ��� ��������� �� ��� ���7�� � ��� ����#�������
� ������ U

lim inf
T→∞

1
Tα

E (Mu,ω(σ, ζ,X , T )) <∞, WL�Q�NPX

QT



����	�� (� ������	���6�	��� �� 	�� ����
�� 	���
�	���

�������� �+ L�Q�NQ� ��
� ����� �#���� 
 �������� εk → 0+ 
�� 
 �����
�� C > 0 ���� ��
�

εα+1
k

∫
R

E

(
‖eσ

2
|X−u|ζRω(E + iεk)X (Hω)χu‖2

2

)
dE < C. WL�Q�NMX

V� ����� ��� ��� Ak,u,M,I �+

Ak,u,M,I =
{
E ∈ I : E

(
‖eσ

2
|X−u|ζRω(E + iεk)X (Hω)χu‖2

2

)
≤Mε

−(α+1)
k

}
. WL�Q�NTX

0+ WL�Q�NMX 7� �
�� ��
� � ��� ����+ �� u �

|I \ Ak,u,M,I| <
C

M
. WL�Q�NRX

;����  �� E ∈ I �#��� ������ E ∈ Ak,u,M,I �� 7���� �
�� 7� �
�� W �� ���������+� �� ���  ����7���
7� 7���� L = Lk, ε = εkX

4e3Lθ
E (‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χu‖) ≤

≤ 4e3Lθ
E

(
‖Γy,Le

−σ
2
|X−u|ζe

σ
2
|X−u|ζRω(E + iε)X (Hω)χu‖

)
≤ 4e3Lθ

e−
σ
2 (L

4 )ζ

E

(
‖eσ

2
|X−u|ζRω(E + iε)X (Hω)χu‖2

)
≤ 4e3Lθ−σ

2 (L
4 )ζ

E

(
‖eσ

2
|X−u|ζRω(E + iε)X (Hω)χu‖2

2

)1/2

≤ 4e3Lθ−σ
2 (L

4 )ζ

M1/2ε−(α+1). WL�Q�NSX

WL�Q�LKX

�� ����� E ∈ I \ Ak,u,M,I� �� �+ WL�Q�NRX ����� �#���� Eu ∈ Au,I,M,εk
���� ��
�

|E − Eu| ≤
π

M


�� ��� �+ ��� ��������� �������+ 
�� ��� ��������� � Ak,u,M,I�

4e3Lθ
E (‖Γy,LRω(E + iε)X (Hω)χu‖) WL�Q�LNX

≤ 4e3Lθ
E (‖Γy,LRω(Eu + iε)X (Hω)χu‖)+
|E −Eu|E (‖Rω(E + iε‖‖Rω(Eu + iε)‖)

≤ 4e3Lθ−σ
2 (L

4 )ζ

M1/2ε−(α+1) +
π

Mε2
. WL�Q�LLX

WL�Q�LOX

;���� ����

PE,y,L ≤ 4
3d
Lde3Lθ−σ

2 (L
4 )ζ

M1/2ε−(1+α)/2 +
2π
3d

Lde3Lθ

Mε2
+ 3p0. WL�Q�LQX

WL�Q�LPX

QR



(�A� ��� ��
� �� � F��H -����� �
	���	�3 )���� �� ������� (�����

0+ ��������
M = e(9+α+1)Lθ

, WL�Q�LMX


�� ���
����� WL�Q�OX� ���� ������
���+ +����� ��
� ��� ������ ���� �� ��� ������ �� ��
���� ��
�
p0  �� L ��� ������ ��������� �� θ, p0, d, α� 4�  �� ��� ���
����� �����

4
3d

(
2π
3d

)1/2

L2de−
σ
2 (L

4 )ζ

e(3+
9
2
+2(α+1))Lθ

WL�Q�LTX

� ζ > θ� 
�+ σ > 0 7��� ���� 
 ����#�������
� ���
+  �� L ��� ������ ��������� �� θ, d, σ, ζ, p0�
0+ 
������� ζ > η 7� �
� 
�7
+� ��� ���� θ� 7��� θ > η�

V� �
�� ������ ����� �#���� L = L(θ, p0, d, ζ, η, α, σ,E, q) ���� ��
�  �� L > L 7� �
��

sup
y
PE,y,L < 5p0. WL�Q�LRX

����� p0 �� 
�����
�+� 7� ��� ��� ������� �������

4����H L�Q�L� /� ��� �
�� � ��� �#�������
��+ 7�
8 V����� �����
��� �
��� �� d = 1� �� ����� ��
��
�� ��� 0������
� "�4 ��� ����
�����+ �� ��� ������ � L�Q�N ����� �� �� ≥ 1−e−Lξ

0 W��� Z�$KN�
��� P�S[ 
�� J��
�8 O�NO �������X� ;�� ���� � ;������ 2.1.11  �� ���� �
��  ����7� �� ���
�
�� 7
+ 
�  �� ��� ���+����
� V����� �����
��� 7��� ���� ����� ������
������ +������� ����
�#�������
� ���
+ � ����
�������� � �
� ������� ;���� ���� �� ���� �
��� 7� �
�� ��� �����
�����
ΣSEDL = ΣMSA�

QS
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��� ��� ����	 
�� �
�� ���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

��� � ������ "���� �����
�� �� 
 $�	���%������� ����&
����

�� ��� '
��
� (
��	����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ##

��� ���� �� ������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #!

����� �����	��� �����	
��	�� 	� ������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �����	��� �������	
��	�� 	� ������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�����  ����� ���� ��	������ � �������� ���� ���� ����� � � � � � � � � � � � � ��

!�� ��� ����� �� ��� ���
��

/� ���� ��
����� 7� ����+ 
 �
������
� ����������� ������ ��
� ���������� 
 �
������ ������
�� ��������� 2 ����� ��� ��b����� � 
 �����
�� �
������ ���� �� 
 �
���� ������� 7����
����������� �� ����
����� 
�� �������� �� ������ � 
 *����� ���� / ��� *����� ��� �� ��������� 7�
�������� ��� ��
��
�� W�������X 4������� ����
���� /� ���� ������� 7� ��������� ��� ����� 
��
�� ���  ����7��� ������� 7� ����� �� �
������ 
 ��� ��� V����� �����
��� /� ��� �
�� ������� 7�
����� �� 
��� �
������ 
� �����
� ������ ��
�� �����
��� ;���� �+ 
���+��� �������  ��� .�
����
L� 7� ���7 ��� �#������� � 
 ���
�������
��� ��
������� �� �
�� (
��
� �
��� 
� �#������  ���
��� ������� �
��� ;�� �#������� � 
 �������+ ���� �� ��� ������ � ����������
�+ ������
�
������� � �+�
���
� ���
��<
���� 
�� �����
��<
����� V� ��� ��� ����+ �+ ������� ��
� �����
������� 
�� ��� �����
�� ��
� ��� 7� ����� ��� 
����� ���� �#������� � �������� �� ��� �������
7���� 7� ����� �+�
���
� ���
��<
����� "��� ��������+� 7� ����� ��
� � ��� �������� � ���
����
��� �
� ������
� �
��� ���+ �
���� �� �
���� ��
� B−1/2� 7���� B �� ��� ��������+ � ���
�
������ ����� �������� O�L 
�� O�O 
�� ����
���� �� ��� 
������ -.�
�
�����<
���� � ��� 4�������
���
�������
��� ��
�������  �� ��� ������� ����
���� 
�� 
�����
����- ��������� �� 4��
��� &����
%����
�� ZJ"NL[� ;���� ������� 7��� 
�������� �� Z�J"NN[�

��/������ �0�0�0 4 ������ D � R
d �� �
���� 
� !�/4#������� 
�	 � �� ��

PN
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 �

• ��� ����+ ��������U ����� �#��� 
 ��
� r > 0 ���� ��
�  �� 
�+ ���� Λr� �(D ∩ Λr) ≤ 1� 
��

• ���
�����+ �����U ����� �#���� 
 ��
� R ≥ r > 0 ���� ��
�  �� 
�+ ���� ΛR� �(D ∩ ΛR) ≥ 1�

7���� � ��
���  �� �
����
���+�

4����H O�N�L� ��	� 	��	 �� � (r,R)������� 
�	 	���� � �
	
 � ������� �
	���� ��	F��� ��" 	F�
����	
/ r/2/ �� � �� ���� �
	���� ��	F��� ��������
/

√
dR� 5�		���
 �� 	�� 
�	 �� ���	���
 ��

� )����
� 	����� ��� ���	������ ��
�
 �� ������ 
�	
 !
�� 8��� ����

V� �������� 
 �
���� �
������ ����'������ ����
��� � ���  ��� Hω = HB +λVω �� (2(R2)�
;�� �
�8������ (
��
� &
�������
� HB �� ������ �+

HB = (−i∇− A)2 7��� A =
B

2
(x2,−x1), WO�N�NX

7���� � �� ��� ������ �������
�� ��� �����
�� B > 0 �� ��� �������� � ��� �
������ ����� 
��
��� �
���� �������
� ���������� ���������� ��
��� �� 
 *����� ���� ��
� ���

Vω(x) =
∑
γ∈D

ωγu(x− γ), WO�N�LX

V� �
8� ���  ����7��� 
���������� �� ��� *�����24������� �������
�U

W�NX ;�� 
������
�	� ��	��	��� � �� 
 ��
���
���  ������� ���� ��
� ‖
∑
γ∈D

u(· − γ)‖∞ = 1� �� �
�

����
�� ������� 
�� �
������

u−χ0,εu ≤ u ≤ u+χ0,δu , WO�N�OX

 �� ���� �����
��� 0 < εu ≤ δu < r <∞ 
�� 0 < u− ≤ u+ <∞�

W�LX (ωγ)γ∈D �� 
  
���+ � ������ �
���� �
��
����� 7��� ����
�����+ ������������ µ � �������

�� ���������� ������+ ρ ���� ��
�

ρ+ := ‖ρ‖∞ <∞, WO�N�QX

0 ∈ ���� ρ ⊂ [−m0,M0], WO�N�PX

7���� 0 ≤ m0 <∞� 0 < M0 <∞� V� ����� ��� ����
� ������� � ���������+ � µ 
�

s(ε) = sup
E∈R

µ([E − ε/2, E + ε/2]) WO�N�MX

����� µ �� 
� 
��������+ ���������� ����
�����+ ������������� s(ε) ≤ ρ+ ε�

W��X δu < r/10� ���� u �
� ����
�� ������� ����
���� �� B(0, r/10)� ;��� ������� ��
�  ��
i, j ∈ D 7��� i �= j� ���� ui ∩ ���� uj = ∅� 7���� 7� ��� ��� ���
���� ui = u(· − i)  ��
i ∈ R

2�

W�KX ‖u‖∞ = 1 
�� u(0) = 1�

6���� ����� 
���������� Vω �� 
 ������� ��
�
� �������
� !�����+ ��
���
��� �� ���� ω ∈ Ω

�� x ∈ R

d� 
�� �� ��� �
����� ω 
→ Hω �� ��
���
����

PL



I��� ��� ���� �� ���� ��
��	

4����H O�N�O� V� �
� 
��� ���
� ��� �
�� 7���� ��� �
���� �
��
���� ωγ 
�� �����������
��� ��� �������
��+ ������������ &���� ��� ����
� ������� � ���������+ s �� ������ 
� s(ε) =
sup
γ∈D

sup
E∈R

µγ([E−ε/2, E+ε/2])� /� ���� �
�� 
 �������� 
��������� �� ������  �� ��� �������������

µγ � �
���+� s(ε) < ∞� ρ+ = supγ ‖ργ‖∞ < ∞ 
�� ��
�  �� ε > 0� ����� �#��� �����
��� C, τ > 0
���� ��
� µγ([E − ε, E + ε]) ≥ Cετ  �� 
�� γ ∈ D�

;�� �������� � HB �� ���� ����� 
�� �������� � 
 �������� � ��������+ �������
�� ������
�
����� ��� (
��
� ������ {Bn = (2n+1)|B|; n = 0, 1, ...}� 7��� 
�����
��� ��������
� ���!������
����
���� Πn� 4� ��� �������� �� ����������� � ��� ���� � 0� 7� 7��� 
�7
+� 
����� B > 0�

V� ������ ��� �������� � ��� ����
��� HB,λ,ω �+ σB,λ,ω� 0+ �������
���� �����+ Z$�
;������ 9�Q�NK[ 7� 8��7 ��
�  �� �
�� ω ∈ Ω�

σB,λ,ω ⊂
∞⋃

n=0

Bn(B,λ),

7���� Bn(B,λ) = [Bn − λm0, Bn + λM0] �� �
���� ��� ��	� 5���� ���� "�������� �+ 
 0����2
.
������ 
��������  �� 
����� ����+ ω ∈ Ω�

σB ⊂ σB,λ,ω, WO�N�TX

7���� σB �� ��� �������� � ���  ��� (
��
� ����
���� V� 
��� ���7 ��
� ����� �#���� 
�����
�����+ �������� ��
� ��� �
�� ����� �� ��� ������� 
�� ��� ����+ W��� ������� O�O�OX�

��� B �#�� λ �� ��
�� ������ ���� ��
�

λ(m0 +M0) < 2B, WO�N�RX

����� ��� (
��
� �
��� Bn(B,λ) 
�� ���!���� 
�� ����� ��� ���� ������
��

Gn(B,λ) =]Bn + λM0, Bn+1 − λm0[, n = 0, 1, 2, ..., WO�N�SX


�� �������+ ������
� �
��  �� HB,λ,ω�

V� ����� ��� �
������ ��
���
����� Ua  �� a ∈ R
2 
�� ϕ ∈ C∞

0 (R2)� �+

Uaϕ(x) = e−i B
2

(x2a1−x1a2)ϕ(x− a), WO�N�NKX

���
����� 
 ���!������ ����
�+ ���������
���� � R
2 �� (2(R2)U

UaUb = ei
B
2

(a2b1−a1b2)Ua+b = eiB(a2b1−a1b2)UbUa, a, b ∈ R
2. WO�N�NNX

V� ���� �
�� UaHBU
∗
a = HB  �� 
�� a ∈ R

2�

V� ��7 ����� ����� ������ ����
����  ����7��� Z�$�KT[� ��� B > 0� 7� ���

KB = min

{
k ∈ N : k ≥

√
B

4π

}

�� LB = KB

√
B

4π
. WO�N�NLX

V� ������ NB = LBN� ÑB = NB ∪ {∞} 
�� Z
2
B = LBZ

2�

PO



����	�� I� �����������
�� E����	��
 �

V� �������� ���
��� ΛL(x) 7��� L ∈ NB 
�� x ∈ R
2� 
�� ������ + ���� 7��� ��� �����

TL,x := R
2/(LZ

2 + x)� V� ������ �+ χx,L ��� ��
�
���������  ������� � ��� ���� ΛL(x) 
��  ��
x̃ ∈ ΛL(x) 
�� L̃ < L 7� ������ �+ Λ̂L̃(x̃) 
�� χ̂x̃,L̃ ��� ���� 
�� ��
�
���������  ������� �� TL,x�

��� ��� ���� ����� ��G������
� ����
��� DB = (−i∇ − A) ���������� �� C∞
c (ΛL(x)) 7� �
8�

��� ������� ������+ ������ �#������� DB,x,L  ��� (2(ΛL(x)) �� (2(ΛL(x); C2)� 7��� ��������
�����
�+ ���������� 
�� ���� ��� HB,x,L = D∗

B,x,LDB,x,L�

V� 
�� �� � 7��� ��� ����
��� HB,λ,ω,x,L 
����� �� (2(ΛL(x)) ������ �+

HB,λ,ω,x,L = HB,x,L + λVω,x,L. WO�N�NOX

7���� Vω,x,L �� ������ �+

Vω,x,L(·) =
∑

γ∈D∩ΛL−δu (x)

ωγu(· − γ). WO�N�NQX


�� 7� ������ �+ Ṽx,L ��� �������
� ������ �+

Ṽx,L(·) =
∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

u(· − γ), WO�N�NPX

7���� Λ̃L(x) = D ∩ ΛL(x)�

����� HB,x,L �
� 
 ����
�� ���������� ��� �������� �������� �� ��� (
��
� (����� ��� ��7
7��� ����� �����������+� V� ������ �+ Πn,x,L ��� ��������
� ���!������ 
�����
��� �� ��� n���
(
��
� ������ Π⊥

n,x,L ��� ��������
� ����������� ����� PB,λ,ω,x,L(J) = χJ(HB,λ,ω,x,L)  �� J ⊂ R


 0���� ��� 
�� 7���� RL(z) = (HB,λ,ω,x,L − z)−1  �� ��� ��������� ����
��� � HB,λ,ω,x,L� V�
���� ��� ��������� x  ��� ��� ���
���� 7��� ��� ������� 
�� ��� ��� 7��� ������� �� ��� ������
� ��� ��# ΛL�

;��� ����
��� �
������ ��� ����
�������+ ���������� Z�$�KT� 1�� Q�L[U / ϕ ∈ D(DB,x,L) 7���
suppϕ ⊂ ΛL−δu(x)� ���� Ix,Lϕ ∈ D(DB) 
��

Ix,LDB,x,Lϕ = DBIx,Lϕ,
Ix,Lχx,L−δuVω,x,L = χx,L−δuVω,

WO�N�NMX

7���� Ix,L : (2(ΛL(x)) → (2(R2) �� ��� �
�����
� ��!������

Ix,Lϕ(y) =
{
ϕ(y) � y ∈ ΛL(x)
0 �����7���.

���� ���� 7� �
��
Ix,LHB,λ,ω,x,Lϕ = HB,λ,ωIx,Lϕ,

��
� ��� ��� ����� ������ ����
���� HB,λ,ω,x,L 
���� 7��� HB,λ,ω ������ ��� ���
�� ΛL(x)�

&�7����� HB,λ,ω,x,L ���� ��� �
��� + ��� ���
��
��� ��������� WN�N�OX �� 7� �
�� � ������

HB,λ,ω,x,L �= UxHB,λ,τ−x(ω),0,LU
∗
x ,

PQ



I�(� � ������� -����� �
	���	� ��� � �����������
�� ���	����	��� �� 	�� 5���� '����	�����

7���� Ux �� ��� �
������ ��
���
���� WO�N�NKX ���� 
� 
 ����
�+ �
�  ��� (2(ΛL(0)) �� (2(ΛL(x))

�� τx �� ��� ��
���
���� ������ 
� τx(ωγ) = ωγ−x  �� x ∈ R

2�

V� 
�� �� �����  �� ���� ����� ��� �#������� � ����������
�+ ������� � �+�
���
� ���
��
�<
���� 
�� �����
��<
���� �� ��� �������� 
�� ����� ���� ��� �#������� � 
 �+�
���
� ��
����
���� �����+� 0+ ����� ���� 7� �#���� 8��7� �������  �� ������� �
���� (
��
� &
�������
��
Z.&SM� �$KO� �$�KT� �$�KS[ �� ����������� �����

"��	�� �0�0�0 5�	 HB,λ,ω �� 	�� �������5���� '����	�����/ 
�	�
�"��� �� ���	������ ����
�	��� WO�N�RX� ���� ��� ��" n = 0, 1, 2, ... 	���� � �
	
 � ��
�	��� ���
	��	 B(n)/ ������� ��
������	��
 �� 	�� ����/ 
��� 	��	 ��� ��" B > B(n)/ HB,λ,ω � ����	
 ����
	 
����" �� ����
��
��	�����
���	�� 	���
���	 	���
�	��� �� 	�� n�	� 5���� ����

!�� � 
������ (����� ������� ���  )�����*�������� $���
��

����� �� ��� +��
 ,��������

"��	�� �0�0�0 8�� d = 2/ ��	 H0 �� 	�� 5���� '����	����� F�	� ���
	��	 �����	�� $�� B >
0 $ �� 8�� ��" ����� ��	����� I ∈ R 	���� � �
	 ���
	��	
 QW = QW (B,λ,R, r, I, u,m0,M0)/
ηB,λ,J ∈]0, 1] �� � $��	� 
���� L∗(B,λ, I,R) 
��� 	��	 ��� ����" ������	 
����	����� J ⊂ I/ F�	�
|J | < ηB,λ,J �� L > L∗/ F� ����

sup
x∈Rd

E{ 	� Pλ,ω,x,L(J)} ≤ QW s(|J |)Ld. WO�L�NX

4����H O�L�L� -� ����	 ��	 	��	 ������� I�(�� ������
 � -����� �
	���	� �	 ��� �������
/
�� ���	������/ �	 5���� �����
� ������� 	��
 ��
��	 	� ������� I�I�(� %�	� 	��
� ��
��	
 ���
����

��" 	� ����� 	�� 	���
���	 	���
�	��� �� ������� I���A� ������� I�I�( �
 �
� 	� �����
������6�	��� �	 	�� ��� ���
/ F���� ������� I�(�� �
 ���� 	� ����" ������� (���J�

����� ��� ������� 
�� ��� ��� �� x� 7� ��
�� ����  �� x = 0� λ �#�� 
��  �� ���������+ 7�
���� ����� ����������  ��� ��� ���
�����

��� ��� ���� 7�  ����7 Z.&$KT[� �
��� �� Z.&$KO[� ���� Z�$�KT[� ��� 
� 
�����
�+ E0 ∈ R

� 7��� J 
�� J̃ ������ ������� ������
�� �������� �� E0 ���� ��
� J ⊂ J̃ � |J | < 1� dJ > 0� 7�
��������� E{trPω,L(J)} 7��� ������� �� ���  ��� ������
� ���!����� � J̃ �

trPω,L(J) = trPω,L(J)Πn,L + trPω,L(J)Π⊥
n,L. WO�L�LX

;�� 8�+ ���� �� �����
���� ��� ���� ���� � ��� ����� �� �� ����� 
 ���������+ �����
�� 
� ��
Z.&$KT� ;������ L�N[� /� ����� �� ���
�� ���� �����
�� �� ��� �
�� � ��� (
��
� &
�������
��
7� ���� ���� ��������
�+ ����
��

3���
 �0�0�0 1
��� 	�� ��	�	���
 �����/ 	���� � �
	
 � ��
�	��� $��	� ���
	��	 Cn(B,u,R)/ 
�
	��	

Πn,LṼx,LΠn,L ≥ Cn(B,u,R)Πn,L. WO�L�OX

PP



����	�� I� �����������
�� E����	��
 �

)����� ���� Z.&$JKQ[ 7� �
�� ��
�  �� n ∈ N� R̃ > 0�  �� �
�� 0 < ε < R̃� κ > 1 
�� η > 0
����� �#���� 
 �����
�� C0 = C0,n,ε,R̃,η > 0 ���� ��
�

Πnχ0,εΠn ≥ C0(Πnχ0,R̃Πn − ηΠnχ0,κR̃Πn). WO�L�QX

0��
��� � ��� ���
��
��� � HB ����� ��� �
������ ��
���
����� WO�N�NKX 7� �
�� ��
� ���
���!������� Πn ������� 7��� ����� ����
�+ ����
����� 7���� �� ���� ������  �� 
� 
�����
�+
x ∈ R

2�

UxΠnχ0,εΠnU
∗
x ≥ C0Ux(Πnχ0,R̃Πn − ηΠnχ0,κR̃Πn)U∗

x WO�L�PX

ΠnUxχ0,εU
∗
xΠn ≥ C0(ΠnUxχ0,R̃U

∗
xΠn − ηΠnUxχ0,κR̃U

∗
xΠn) WO�L�MX

Πnχx,εΠn ≥ C0(Πnχx,R̃Πn − ηΠnχx,κR̃Πn), WO�L�TX

����� ���!��
���� �+ ����
�+ ����
���� �� 
 ���������+ ���������� ����
�����

?�7� 7� ���
�� Z�$�KT� (���
 P�O[ W7���� �� ����������� � V 
��� ����� ���� DX�

3���
 �0�0�0 8� B > 0/ n ∈ N/ R̃ > 0/ 0 < ε < R̃ �� η > 0� �� κ > 1 �� L ∈ NB !�$��
�
 �� WO�N�NLX# ��� 
��� 	��	 L > 2(LB + κR̃) 	��� ��� ��� x̃ ∈ ΛL(x)/ F� ����

Πn,Lχ̂x̃,εΠn,L ≥ C0Πn,L(χ̂x̃,R̃ − ηχ̂x̃,κR̃)Πn,L + Πn,LEn,x̃,LΠn,L, WO�L�RX

F���� C0 = C0;n,B,ε,R̃,η > 0 �
 � ���
	��	 �
 ������ �� 	�� ����� �����	�� En,x̃,L 
�	�
$�


‖En,x̃,L‖ ≤ Cn,B,ε,R,ηe
−mn,BL, WO�L�SX

��� 
��� ��
�	��� ���
	��	 mn,B�

?�7� �+ WQ�N�LX 7� �
��

Ṽx,L(·) =
∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

u(· − γ) ≥ u−
∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

χ̂γ,εu. WO�L�NKX

V� �# R̃ > 2R + δu� �� 7���� �
�� ∑
γ∈Λ̃L−δu (x)

χ̂γ,R̃ ≥ χx,L. WO�L�NNX

?�7 �# κ > 1 
�� ���8 η > 0 ���� ��
�

η
∑

γ∈Λ̃L−δu (x)

χ̂γ,κR̃ ≤ 1
2
χx,L. WO�L�NLX

/�  ����7�  ��� (���
 O�L�Q� WO�L�NNX 
�� WO�L�NLX ��
�

PM



I�(� � ������� -����� �
	���	� ��� � �����������
�� ���	����	��� �� 	�� 5���� '����	�����

Πn,LṼx,LΠn,L ≥ u−C0

∑
γ∈Λ̃L−δu (x)

Πn,L(χ̂γ,R̃ − ηχ̂γ,κR̃)Πn,L + Πn,LEn,LΠn,L WO�L�NOX

≥ u−C0

2
Πn,L + Πn,LEn,LΠn,L WO�L�NQX

≥ C1Πn,L, WO�L�NPX

 �� L ≥ L∗  �� ���� L∗ = L∗
n,B,ε,R,κ,η <∞ 
�� C1 = u−C0

4 � ����� ��� ����� ����
���

Πn,LEn,LΠn,L = Πn,L

∑
γ∈Λ̃L−δu (x)

En,γ,LΠn,L

�+ WO�L�SX� �
������
‖En,L‖ ≤ L2Cn,B,ε,R,ηe

−mn,BL.

���
��+ 7� ���
�� Z.&$KT� (���
 L�N[�

3���
 �0�0�0 +����
� 	��	 � �
 � 	���� ���

 �����	�� ��������	 �� ω �� �/ 	�� 
����� 
�	�
��	��	��� WQ�N�LX� -� 	��� ����

E{trPω,L(J)uiTuj} ≤ 8s(|J |)‖uiTuj‖1. WO�L�NMX

F���� F� �
� 	�� ��	�	��� ui = u(x− i)/ i ∈ R
2�

)���� �� ������� I�(��� 6���� ��� ��������
�+ ����
� 7� �
�  ����7 ��� ���� �� Z.&$KT� ;���
���� Q�O[ 
�� ������� �� �����
�� WO�L�LX� ?����� ��
� ��� ��
��
� ����������+ � ��� *����� ���
�� ��� ����� ��
� ������ �� ��� 
������
�� ������� 
�� ���  
� 
7
+� �� ��� ���� ���� ����#�� � 
�������� � D ��������� ��� ���������� � ��� ���� ���� ����#�� � �������� � ��� �
����� Z

2 
�
��� ������
� ���� ��


0 4����
�� �� E{trPω,L(J)Π⊥
n,L}.

;�� 
�
�+��� �� Z.&$KT� 1�� L�M � L�NK[  �� ��� n��� (
��
� �
�� ���
��� �
��� �
8����  ��
��� �����
��� ������ �������� M = 1 
�� ��� ����
��� $ ������ �+

K ≡
(

HB,L + 1
HB,L − Em

)2

, ‖K‖ ≤ Kn ≡
(

1 +
1 + J+

dn

)2

, WO�L�NTX

7���� Em �� 
� ������
��� � HB,λ,ω,L� dn ≡ min{dist(I,Bn−1),dist(I,Bn+1} 
�� J = [J−, J+]�

;��� 7� �
� ���
�� ��� 
�
��� � Z.&$KT� 1�� Q�Q[�

trPω,L(J)Π⊥
n,L ≤ Knλ

2 max{m0,M0}2
∑
i,j∈Λ̃

|tr ujPω,L(J)uiKij |, WO�L�NRX

PT



����	�� I� �����������
�� E����	��
 �

7���� Kij ≡ χi(HB,L + 1)−2χj �  �� χ ≥ 0 
 ������  ������� � ����
�� ������� �������+ �
����
��
� ��� ������� � u ���� ��
� χu = u� ?��� ��
� ��� �� ��� ��
��
� ����������+ � D 
�� ���
 
�� ��
� ���� u �� ����
���� �� 
 ���� � ���� r� ��� ��
���
��� �������� � u �� ��� �����
��

?�7� ������ �+ Λ̃0 = {i, j ∈ Λ̃/χiχj = 0} 
�� �+ Λ̃c
0 = {i, j ∈ Λ̃/χiχj �= 0}� ��� i, j ∈ Λ̃0�

��� ����
��� Kij �� ��
�� ��
�� Z0�$�KP� (���
 L�L[� Z.&$KT� (���
 P�N[ 
�� �� �
������ ���
.������;���
� �����
���

‖Kij‖1 = ‖χi(HB,L + 1)−2χj‖1 ≤ C ′
0e

−C̃0‖i−j‖, WO�L�NSX

7���� C ′
0 
�� C̃0 
�� �������� �����
���� �� 7� �
� ��� (���
 O�L�P �� ���
��

E{|
∑

i,j∈Λ̃0

tr ujPω,L(J)uiKij|} ≤ E{
∑

i,j∈Λ̃0

|tr ujPω,L(J)uiKij|} WO�L�LKX

≤ C08s(|J |)
∑

i,j∈Λ̃0

e−C̃0‖i−j‖ WO�L�LNX

≤ C1s(|J |)|Λ|. WO�L�LLX

7���� C1 
��� ������� �� r� ����� �(Λ̃L) ≤ Cr,dL
d  �� L > R� ��� 1�� WO�O�NMX�

H� ��� ����� �
���  �� i, j ∈ Λ̃c
0� Kij �� 
��� ��
�� ��
�� Z0�$�KP� (���
 L�L[ �� 7� �
�


���+ (���
 O�L�P 
�
��� ���
�����

E{trPω,L(J)Π⊥
n,L} ≤ C2s(|J |)|Λ|, WO�L�LOX

7���� C2 > 0 ������� �� u� I� λ� r 
�� M = max{m0,M0} �

�0 4����
�� �� E{trPω,L(J)Πn,L}.

V� ��� ��� ������
� ���!����� Πn,L �� ����� �� ������� ��� ��
��� &��� ��� 8�+ ���������� ��
��� ���������+ �����
�� WO�L�OX 
�� ���  
�� ��
�� ����� ��� �+�������� �� u� ����� �#���� 
 �����
�����
�� Cu� ��������� �� u ���+� ���� ��
�

0 < Ṽ 2
L ≤ CuṼL.

?�7�

trPω,L(J)Πn,L ≤ 1
Cn(B,u,R)

trPω,L(J)Πn,LṼLΠn,L WO�L�LQX

≤ 1
Cn(B,u,R)

{
trPω,L(J)ṼLΠn,L − trPω,L(J)Π⊥

n,LṼLΠn,L

}
. WO�L�LPX

;��� 7� �
� ������� 
� �� �
��� WLX 
�� WOX � ��� ���� � Z.&$KT� ;������ Q�O[� 
�� 7� ��
��+

����� �� ��� ������� �������

E{trPω,L(J)} ≤ QW s(|J |)|Λ|. WO�L�LMX

7���� ��� �����
�� QW > 0 ������� �� B,u,R, r, I, λ,M 
�� n�

PR



I�I� )���� �� ������� I���A

!�! ����� �� ������� !���'

����� ��������� ������'���� �� ������ !���	

/� ���� ������� 7� ����� ���  ����7���

"��	�� �0�0�0 5�	 Hω �� �
 ������� 8�� ��" n = 0, 1, 2, ... 	���� � �
	 $��	� ��
�	��� ���
	��	

B(n) �� Kn(λ) ������� ���" �� n/ M / u �� ρ 
��� 	��	 ��� ��� B ≥ B(n) F� ��� �������
G+� �� 	�� ��	�����


ΣB,n,λ,ω = σB,λ,ω ∩ {E ∈ Bn : |E −Bn| ≥ Kn(λ)
logB
B

}, WO�O�NX

-� ���� 
	���� '+�"������� ������6�	��� �	 �����" �����
 �� 	� � �
	���� Kn(λ) log B
B ����

	�� 5���� �����
 ��� ����� B�

��� ��� ���� 7� ���� �� ���� + ��� ���������� �� ��
�� ��� ������� "������
�� 4�
�+����
;������ L�N�O� 4� ��������� �� ��� ���� � ;������ L�N�O� ���� ����� �
������ ����������
/4*� J� 1*/� �(/ 
�� ?1� V�
� �� �� � �� ����� �� ��� �#������� � 
 ����
��� ������ ��
�� L0

��
� �
������ WL�N�PX 
�� 6V1� ;�� �
���� �����  ��� ���  ����7��� ����������� �� ��� V�����
�����
�� � ��� �������� ������� 
�� ��  ����7� Z.&SM� ;������ O�N[�

"��	�� �0�0�0 ����� � �
	
 B̃ > 0 �� � ���
	��	 Qn = Q̃n,λ,u‖ρ‖∞ 
��� 	��	 ��� ��� B > B̃
�� ��� ��" ���
� ��	����� I ⊂ Bn \ σ(HB)

E{trPB,λ,ω,x,L(I)} ≤ Qn
B

2(dist(I,Bn))2
|I|L2. WO�O�LX

�� ���	������/ ��� E0 /∈ σ(HB) �� ��� 0 < ε < |E0 −Bn|/

P{dist(σ(HB,λ,ω,x,L), E0) ≤ ε} ≤ Qn
B

(|E0 −Bn| − ε)2
εL2. WO�O�OX

)����� V������ ���� � �����
���+ 7� 7��8 7����� ��� ���� (
��
� �
�� B0� ����
����� ���
(
��
� ����� B0� ��� M = ‖Vω‖∞ = max{m0,M0}� (�� I �� 
� ������
� ���� ��
� I ⊂ B0 \{B0}

�� inf I > B� �� dist(I,B0) > 0 �

�����7��� ��� �
�� 
�������� �� Z.&SM� 1�� O�Q � O�NN[� 7� ���

E{trPL(I)} < dist(I,B0)−2M2‖ρ‖∞|I|
∑

i,j∈D

‖Πij
0,L‖1, WO�O�QX

7���� PL(I) ��
���  �� PB,λ,ω,x,L(I) 
�� 7� ��� ��� ���
���� Aij = u
1/2
i Au

1/2
j  �� 
�+ �������

����
��� A�

;� ��
��
�� ��� ��� 7� �������� ���
�
���+ ��� ������� i, j  �� 7���� ‖i− j‖ < 4δu 
�� �����
 �� 7���� ‖i− j‖ ≥ 4δu� 7��� δu 
� �� WQ�N�LX�

PS



����	�� I� �����������
�� E����	��
 �

(�� χij �� ��� ��
�
���������  ������� � supp (ui + uj)� 4�
��� 
� �� ;������ O�L�N� ���
��
���
��� �������� � u ���
�� �� 
 �����
� 7
+ 
� �� ��� �
������ ;��� 7�  ����7 ��� �
��

�������� ������� 
�� ���
��� ����� Z.&SM� (���
 L�N[�

∑
|i−j|<4δu

‖Πij
0,L‖1 ≤ ‖u‖2

∞
∑

|i−j|<4δu

‖χijΠ0,Lχij‖1 ≤ C0B|Λ||���� u|, WO�O�PX

7���� ��� �����
�� C0 
���
��+ ������� �� ��� ����# n � ��� (
��
� ������ 7���� �� ���� �
��
�� 0�

*���� χ+
ij �� �� ��� ��
�
���������  ������� � ��� ��� {x ∈ R

2 : ‖x− i‖ < ‖x− j‖} 
�� ������
χ−

ij = 1 − χ+
ij� ;��� 7� ���
��

‖Πij
0,L‖1 ≤ ‖u1/2

j Π0,Lχ
+
ij‖2‖χ+

ijΠ0,Lu
1/2
i ‖2 + ‖u1/2

j Π0,Lχ
−
ij‖2‖χ−

ijΠ0,Lu
1/2
i ‖2.

?�7� � |i− j| ≥ 4δu� ��������� WQ�N�LX ������� ��
�

dist(���� χ+
ij, ���� uj) ≥

‖i− j‖
2

− δu ≥ k‖i− j‖

 �� ���� k > 0� �����
��+  �� dist(���� χ−
ij , ���� ui)� V� ���� ���
��

∑
|i−j|≥4δu

‖Πij
0,L‖1 ≤ C1|���� u||Λ|. WO�O�MX

.�������� WO�O�QX� WO�O�PX 
�� WO�O�MX 7� ���
��

E{trPL(I)} ≤ Q0(dist(I,B0))−2‖ρ‖∞εB|Λ|,

7���� ��� �����
�� Q0 ������� �� λ� M �‖u‖∞ 
�� suppu� ;
8��� I = [E0 − ε, E + ε]  �� ��
��
ε > 0 
�� 
���+��� .���+����	� �����
���+ 7� ���
�� WO�O�OX�

4�  �� ��� �����
� ������ ��
�� �����
�� WL�N�PX �� ��
�� ��� �������
�� 
�
�+���� 7� ���� �� ���� +
��
�  �� ���� L0 ∈ 6N ��a������+ �
��� W
� �������� �� Z�$KO[X� ����� θ > 0� E ∈ R \ σ(HB,L)�

P

{
‖Γx,L0RB,ω,x,L0(E)χx,L0/3‖ ≤ 1

Lθ
0

}
> 1 − 1

Lp
0

, WO�O�TX

 �� 
 ����
��� ������ � p� 7���� Γx,L = χΛ̄L−1(x)\ΛL−3(x)�

;� �� �� 7�  ����7 ��� 
����
�� Z.&SM[ �� ���
�� �����
��� ��
� 7� 7��� �
��� ��
�� 
� ��
Z�$KO[� V� ���� �� ���7 ��
� �� ��� 
����
� ������ ���7��� 
 ��# � ���� L/3 
�� L� ����� �#����

 ������� ��������� ������ 7���� ��� �������
� V �
������ ��� ��������� |V (x)+Bn−E| > a > 0�
 �� E �= Bn 7��� 
 ���� ����
�����+ WZ.&SM� 1�� Q�L[X� ;� ����� ����� .����� 
�� &����� ����
���� ������
���� �����+� ������� �������� ����� � ��� �
����� 
� ����� ����� 7���� ��� �������
�
�
������ ���� �������+� &�7����� �� ��� �
�� ����� �� �� ���� �� ��� ������
���� �����+ ����� ����

MK
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�� �� 
������ �+ ��� 
��������� !��# �� ��� ����������� �������
�� "��� ��������+� 7� 7��� ���7
��
� ����� �#��� ������� 7���� ��� �������
� �� <��� 
����� �����+�

(�� �� �������� ��� L������ ������ 
�����
��� �� D ZH0�.[� ����� Λ̃L = D∩ΛL �� 
 ��������
������� ���� 7� �
� 7���� Λ̃L = {p1, ..., pn}� n ∈ N� ��� �
�� ���� pi 7� �������� ��� L������ �����
������ 
�

V(pi) = {x ∈ R
2 : ‖x− pi‖ ≤ ‖x− pj‖, j �= i, 1 ≤ j ≤ n},

����� ��� ��� � ������ ��
� 
�� ������ �� pi ��
� �� 
�+ ����� ���� �� Λ̃L� ;�� 9������ ��
��
�

�����
��� �� Λ̃L� ������� �+ Vor(Λ̃L) �� 
 ����������� � ΛL ���� 9������ ������

Vor(Λ̃L) =
⋃

1≤i≤n

V(pi).

;�� ����� 
�� �������� � Vor(Λ̃L) 
�� ���+���
� ��������� ����� 7��� ��� �������+ ��
�
��� �����
� 
�� �
#��
� ����
����  ��� 
�+ ���� pi �� 
� ���� �� �����# 
�� r/4 
��

√
dR/2�

�����������+�

?�7� �
8� 
 �������� � ΛL/3 �+ 
 ����� ���������� � 9������ ������ VΛ� 7���� �� 
 �����#
���+���� /�� ��������� �� 
 ���+���
� ���� C ��
� �������� ΛL/3 ���� ��
� C ∩D = ∅� ;
8��� L
��� ������ 7��� ������� �� R 7� �
�� C ⊂ ΛL−3 \ΛL/3� "�������� 
��������� !��# ������� ��
�
7� �
� 
�7
+� ��� 
 ������ R 
�����
��� �� C� ����� 
 ���

R = {x ∈ R
2 : dist(x, C) <

r

4
− r

10
},

���� ��
� V (x) = 0  �� 
�� x ∈ R W��� ���� O�NX

ΛL−3

ΛL
3

R

������ O�NU J����� R �� ��� 9������ ��
��
� 
�����
��� �� D� %����� ��������� ��� ������� � 
��� *�����24������� �������
��

;���� ��������� Z.&SM� 1�� WQ�LX[ ����� 
����� �����+� ����� ��� Z.&SM� .�����
�+ Q�N[ �����

����� �����+� 
�� ���� ������� W��� Z.&SM� %���������� P�N[� Z�$KO� ;������ Q�O[X

MN



����	�� I� �����������
�� E����	��
 �

"��	�� �0�0�0 5�	 E = Bn ± 2a ��� 
��� n = 0, 1, 2... F�	� 0 < 2a < B� ����� � �
	

���
	��	
 Yn, βn > 0 ������� ���" �� n,M, u, δu 
��� 	��	 ��� ��" 0 < ε ≤ a/ L ∈ 6N �� Qn

�
 �� 	�� �������
 	������/

P

{
‖Γx,LRB,ω,x,L(E)χx,L/3‖ ≤ Yn

B

aε2
e−βn min{aB,

√
B}
}
> 1 −Qn

Bε

a2
L2. WO�O�RX

;���� ���� �� �
��� + WO�O�TX 7� ���� ���+ �� ���� + ��� ����������

Yn
B

aε2
e−βn min{aB,

√
B} ≤ 1

Lθ
0

, WO�O�SX

Qn
Bε

a2
L2

0 ≤ 1
Lp

0

, WO�O�NKX

7���� �
� �� ���� �� ��� �
�� 7
+ 
� �� ��� ���� � Z�$KO� ;������ Q�N[� +������� ;������
O�O�N �

����� ��������� �
������'���� �� ������ !���	

"��	�� �0�0�0 1��� 	�� �
9���	 ���
 ����	��� WO�N�RX 	�� ����� 5���� '����	�����
HB,λ,ω � ����	
 "������� �������6�	��� �� ���� 5���� ��� Bn(B,λ)/ ���� ��� ��� n = 1, 2, .../

ΞDD ∩ σB,λ,ω ∩ Bn(B,λ) �= ∅. WO�O�NNX

�� ���	������/ 	���� � �
	
 �	 ���
	 ��� �����" En,ω(B,λ) ∈ Bn(B,λ) 
��� 	��	 ��� ����"
X ∈ C∞

c,+(R) F�	� X ≡ 1 �� 
��� ���� ��	����� J 	 En,ω(B,λ) �� p > 0/ F� ����

MB,λ(p,X , T ) ≥ Cp,XT
p
4
−6, WO�O�NLX

��� ��� T ≥ 0 F�	� Cp,X > 0�

;��� �� 
 ����������� � ��� ��
���<
���� � ��� &
�� �������
��� �� �
�� (
��
� �
�� 
��
���  
�� ��
� �� ������� � �+�
���
� ���
��<
����� ��� &
�� �������
��� �� �����
��� 
� ������ ��
Z�$�KT� ������� O[� V� ���
�� ��� �
�� ����� � ����� ���
���+�

.������� ��� �7����  ������� h(t) = χ[ 1
2
,∞)(t) 
�� ��� hj ������ ��� ���������
���� �+ ���

 ������� h(xj)� j = 1, 2� ;�� &
�� �������
��� �� ������ 
�

σHω(B,λ,E) = −2πiΘ(PB,λ,ω,E) := tr {PB,λ,ω,E [[PB,λ,ω,E , h1], [PB,λ,ω,E , h2]]}, WO�O�NOX

7���� PB,λ,ω,E := PB,λ,ω((−∞, E])�

�����7��� ��� ���� � Z�$�KT� (���
 O�L[ 7� ��� ��
� ��� &
�� �������
��� �� �����
�� ��
��������� ���������� � ��� �+�
���
� ���
��<
���� ������� 7���� �������+ �6*1. �� �
���� 
�
����������� � ;������ L�N�O� H� ��� ����� �
��� �� �� 7��� 8��7� ��
�  �� λ = 0� σHω(B,λ,E) =

ML
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n � E ∈ (Bn, Bn+1)  �� 
�� n = 0, 1, 2, ...� 6���� ��� ���!���� �
��� ��������� WO�N�RX� � E ∈
Gn(B,λ∗)  �� λ∗ 
�� ���� n ∈ {0, 1, 2, ...}� 7� �
� ��� ���� λE > λ∗ ���� ��
� E ∈ Gn(B,λ)
 �� 
�� λ ∈ [0, λE ]� ;�
� ��� ��� ������
� �
�� ��
+ ���� 
� λ �����
���� ;��� 7� ����� 
����
��� ����� � Z�$�KT� (���
 O�O[ ��
� σHω(B,λ,E) = n � E ∈ Gn(B,λ)�  �� 
�� [0, λE ]� 4� ���
������
� �
�� Gn(B,λ) 
�� �+ ��������� �
�� � ��� ���
��<
���� ������� ���� ������� ��
� ��� &
��
�������
��� �
� ��� �
�� �
��� �� ��G����� �
��� 7���� �� 
 �����
�������� ;���� ���� 7� ����
�
�� ΞDD ∩ σB,λ,ω ∩ Bn(B,λ) �= ∅  �� ����+ ω ∈ Ω�

0+ ;������� O�O�N 
�� O�O�Q 7� �������� ��
� ����� �#���� 
 �+�
���
� ��
������� �����+ ��
�
�� (
��
� �
�� 
� ��
��� �� ;������ O�O�Q�

����� ����	 	��
 
)�	
��
 �( 	�
���� �
�� !��� 
��
	

����� 7� ��
� 7��� 
 ��� ������� �
���� ����
���� �������� ������� �� ��� �
���� � ��� ��������
�� ��� ���� �� ���� �������� /� �
������
�� 7� �
���� ��� ��� ��
�
�����<
���� � ��� ������
 
�

 ����� � ������
 � �������� ����
���� 
� �� Z�$�KT[� V� ���� 
 ���� ������������ 
����
��

�� ����� �� �� �
�8 �� ��� 
������� ���� �� Z.&SM[� V� �#���� Z.&SM� ;������ T�N[ �� 

*�����24������� �������
� �� �
8� ���� ��
�� 
������� ��� �������� σB,λ,ω �� �
����� �����
�#���� 
����� �����+ ���� �
�� � σB,λ,ω �� ��� ������ 7��� 7� �
� ����� �+�
���
� ���
��<
�����
��
� ��� �� ��� ������
� �
�� ������

.������� ��� ����
��� 
����� �� L2(R2)� HD
ω = HB + λV D

ω 7���� λ > 0 
�� V D
ω �� ������


� �� WO�N�LX� J��
�� ��
�

V D
ω (x) =

∑
γ∈D

ωγuγ , WO�O�NQX

7���� D �� 
� (r,R)�*����� ���� ��� �
���� �
��
���� ωγ 
�� ������ 7��� 
������� ����������
����
�����+ ������������ µ� ���� µ = [−M,M ] 
�� uγ = u(x − γ)� 4����� �������� u ∈
C2�‖u‖∞ = 1� ���� u ⊂ Λr(0) 
�� u(0) = 1�

"��	�� �0�0�0 1��� 	�� �
9���	 ���
 ����	���
/ ��� � ����� 5���� '����	����� �


	�	� ������ �� ��" n = 0, 1, 2, ... 	���� � �
	
 � $��	� ��
�	��� ���
	��	 B(n) ������� �� n/
M / u/ λ �� Kn(λ) 
��� 	��	 ��� ��� B > B(n)/ 	�� ��	�����
 ΣB,n,λ,ω �� ������� I�I�� ���
����
	 
����" ��� ���	"� G��� �����
��"/ F� ����� 	��	 	���� � �
	 $��	� ��
�	��� ���
	��	
 Cn/
B(n) ������� �� n/ M / u 
��� 	��	 ��� ����" B > B(n)/ F� ���� ��� ��� E ∈ Bn/

σ(Hω) ∩ [E − λCnB
−1/2, E + λCnB

−1/2] �= ∅. WO�O�NPX

��� 
 ��� A ∈ R
2 7� ������ �+ Ã ��� ������������ A∩D� J��
�� ��
� 7� �
���  �� 
� 
�����
�+

��# ΛL(x) � ���� L ∈ N �������� �� xU

CR,dL
d ≤ �(Λ̃L) = �(D ∩ ΛL) ≤ Cr,dL

d, WO�O�NMX

7���� CR,d = R−d 
�� Cr,d = �r−d��

;
8� 
 �������� {xn} ���� ��
� |xn −xm| > L  �� ����+ n,m 
�� �������� ���  ����7��� ����
�� ��� ����
�����+ ��
�� ΩU

ΩL
ε (xn) = {ω : |ωγ − η| ≤ ε ∀γ ∈ Λ̃L(xn)}

MO
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�� E����	��
 �


��
ΩL

ε =
⋂
N

⋃
n≥N

ΩL
ε (xn), WO�O�NTX

7���� η ∈ [−M,M ]� 0+ ��� ������ � {xn}� ��� ������ ΩL
ε (xn) 
�� ΩL

ε (xm) 
�� �����������  ��
n �= m�

����� ��� �
���� �
��
���� 
�� ������ 
�� WO�O�NMX �����  �� ����+ ��# ΛL(xn)� 7� ���
��

P
(
ΩL

ε (xn)
)

= P

(
|ωγ − η| ≤ ε,∀γ ∈ Λ̃L(xn)

)
= P (|ωγ − η| ≤ ε)�(D∩ΛL(xn)) WO�O�NRX

≥ P (|ωγ − η| ≤ ε)Cr,dLd

WO�O�NSX

= µ([η − ε, η + ε])Cr,dLd
. WO�O�LKX

WO�O�LNX

;���� ��� ∑
n

P
(
ΩL

ε (xn)
)

= ∞, WO�O�LLX

7���� ������� ��
� P
(
ΩL

ε

)
= 1� �+ ��� 0����2.
������ ����
�

����� δ > 0� �
8� ε = δ/(rL)d� V� �
�� ���7� ��
�  �� ω ∈ ΩL
ε � 
 ��� �  ��� ��
����� �����

�#���� 
� ������� �������� {xn} ���� ��
�  �� 
�+ η ∈ [−M,M ]�

|ωγ − η| < δ

(rL)d
 �� 
�� γ ∈ Λ̃L(xn) WO�O�LOX

��# ��� � ����� ��#�� 
�� �
�� �� Λ0 W�� Λ0 ������� �� ω� ��� ���� ��������� �
� �� ����
 �� 
�� ω ∈ Ω0� ��� +������� ������ ����� ��� ��� �� ωX�

V������ ���� � �����
���+� Λ̃0 ����
��� 0� /������ � 0 /∈ Λ̃L(xn)  �� 
�� n� �
8� L > R �� ��
�
Λ̃0 �= 0 
�� �
8� γ0 ∈ Λ̃0� .������� ��7 ��� ����
���

HD−γ0
ω = HB + λ

∑
γ∈D−γ0

ωγuγ . WO�O�LQX

V� �
�� ��
� σ(HD
ω ) = σ(HD−γ0

ω )� ������ �
8��� 
 ��
���
���� τγ0 : Ω ×D → Ω × (D − γ0)
������ �+ τγ0(ωγ , γ) = (ωγ , γ − γ0)� ��
� 
�����
��� ��� �
�� �
���� �
��
��� � 
 ����� �� ���
��
���
���� 7� �
� ��� HD

ω �� ����
���+ �����
���� �� HD−γ0
ω �

"�������� �+ 7�
� �� 8��7�  �� HD
ω � 7���  ��� ����
�����+ ����� �#���� 
 �������� {x̃n} =

{xn−γ0} ���� ��
� WO�O�LOX ������ /� �
������
�� ����� ��� ���� Λ0 �� 
 ���� ��
� �
������ WO�O�LOX
 �� HD

ω � ���� ��� ���� Λγ0 = Λ0 − γ0 �
������ WO�O�LOX  �� HD−γ0
ω �

*����

Vγ0(x) = η
∑

γ∈Λ̃γ0

uγ . WO�O�LPX

MQ



I�I� )���� �� ������� I���A

����� γ0 ∈ Λ̃0 = Λ0 ∩D 7� �
�� ��
� 0 ∈ Λ̃γ0 = (Λ0 −γ0)∩ (D−γ0)� "�������� ��� 
����������
�� u� �
���+ ��
� u(0) = 1 
�� ��� �������� � uγ �� ��� �����
�� ����+ ��
� Vγ0(0) = η�
;���� ���� 7������ ���� � �����
���+ 7� �
� 
����� Λ̃0 �� �������� �� 0 
�� �� 7� 7��8  ��� ��7
�� 7��� HD

ω � V D
ω 
�� V0 
� �� WO�O�LPX 7��� γ0 = 0�

4����H O�O�M� ��� �

���	��� u(0) = 1 �
 
� F� ��� ��	�� ������� � ��"��� � ���
��� �����
0�

)���� �� ������� I�I�M� ���� ��7 �� L �� �#��� ��� ��� �
8� � ������������� 7� 7��� ���������
��� ���
��� � Z.&SM� 4������# L[ 7��� ��� ������������� 
�
��
����� 
�� 7��8 �� ��� @ ���
(
��
� �
��� (�� Π0 �� ��� (
��
� ���!������ �� ��� @ ��� (
��
� �
��� 
����� ��� (
��
�
����� B0� ;
8� ��� ����
��<��  ������� φ0 ∈ Π0(H)������� �+

φ0(x) =
(

2B
π

)1/2

e−B|x|2. WO�O�LMX

(�� E ∈ [B0 −λM,B0 +λM ]� ��
� ��� E = B0 +λη  �� ���� η ∈ [−M,M ]� ;�� �
�� η = 0 ��
�����
� �+ ��� �������� 0����2.
������ 
�������� 
� {Bn}n≥0 ⊂ σ(Hω) 
����� �����+� ����� ���

������� �� 
�
���  �� η < 0� �� ���  ����7��� 7� �������� ���+ η ∈ (0,M ]� 
�� 7����

‖
(
HD

ω − E
)
φ0‖ = ‖

(
HD

ω −B0 − λη
)
φ0‖ WO�O�LTX

≤ ‖Π0(λV D
ω − λη)φ0‖ + λ‖(1 − Π0)V D

ω φ0‖. WO�O�LRX

��� ���������+ 7� 7���� Vω �����
� � V D
ω � ;�� ������������� ������ Z.&SM� (���
 4�N [ �������

��
�
λ‖(1 − Π0)Vωφ0‖ ≤ λC1B

−1/2, WO�O�LSX

7���� C1 �� 
 �����
�� ��������� ���+ �� ��� ����������� �������
� u� V� 
�� �� � 7���

‖Π0(λVω − λη)φ0‖ ≤λ‖(
∑
γ∈Λ̃0

ωγuγ +
∑

γ∈D\Λ̃0

ωγuγ − η)φ0‖ WO�O�OKX

≤λ‖(
∑
γ∈Λ̃0

ωγuγ − η)φ0‖ + λ‖
∑

γ∈D\Λ̃0

ωγuγφ0‖ WO�O�ONX

≤λ‖(
∑
γ∈Λ̃0

ωγuγ − η)φ0‖ + λM
∑

γ∈D\Λ̃0

‖uγφ0‖. WO�O�OLX

J��
�� ��
�
{γ ∈ D : γ ∈ D \ Λ̃0} ⊂ {γ ∈ D : |γ| > r}. WO�O�OOX

;�� ������ ���� �� WO�O�OLX �
� �� �����
��� 
� �� Z.&SM� 1�� T�M[� 7���� �� �� ���7� ��
�

‖uγφ0‖2 =
∫

R2

φ0(x)2u(x− γ)2dx ≤ ‖u‖2
∞e

−2B|γ|2+4Br|γ|, WO�O�OQX

7���� �� ����
���  �� γ ���� ��
� |γ| > r� +������� ��
�  �� 
�� B > B∗�  �� 
 �����
�� B∗ ���
�������

MP
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λM
∑

γ∈D\Λ̃0

‖uγφ0‖ ≤ λC2B
−1/2, WO�O�OPX

7���� ��� �����
�� �� ��� ��� �� B�

4�  �� ��� ���� ���� �� WO�O�OLX� ���
����� ��� ��������� � V0  ��� WO�O�LPX� 7� 7����

λ‖(
∑
γ∈Λ̃0

ωγuγ − η)φ0‖ =λ‖(
∑
γ∈Λ̃0

ωγuγ − V0 + V0 − η)φ0‖ WO�O�OMX

≤λ‖(
∑
γ∈Λ̃0

ωγuγ − η
∑
γ∈Λ̃0

uγ)φ0‖ + λ‖(V0 − η)φ0‖ WO�O�OTX

≤λ‖
∑
γ∈Λ̃0

(ωγ − η)uγφ0‖ + λ‖(V0 − η)φ0‖. WO�O�ORX

0+ ��� ������ � Λ0 ��� ���� ���� �� WO�O�ORX ��

λ‖
∑
γ∈Λ̃0

(ωγ − η)uγφ0‖ ≤ λδ. WO�O�OSX

4�  �� ��� ������ ���� �� WO�O�ORX�

‖(V0 − η)φ0‖2 =
(

2
π

)∫
R2

|V0(x) − η|2e−2B‖x‖2
dx WO�O�QKX

=
(

2
π

)∫
R2

|V0(B−1/2x) − η|2e−2‖x‖2
dx. WO�O�QNX

?�7� ����� V0(0) = η� 7� �
��

|V0(B−1/2x) − η| = |V0(B−1/2x) − V0(0)| WO�O�QLX


�� 7� �
� ��� ��� 
 ;
+��� �#�
����� 
����� 0  �� V0� ���
������ ����� ���� V0 ⊂ Λ0�

|V0(B−1/2x) − V0(0)| ≤ B−1/2‖x‖‖∇V0‖∞ ≤ B−1/2L‖∇V0‖∞. WO�O�QOX

?����� ��
� ‖∇V0‖∞ ≤ C3�  �� 
 �����
�� C3 ��������� ���+ �� u� ��� ����+ 7��� �������
�� η ∈ [0,M ]� J���
���� ���� �� ��� ������
� 7� ���
��

‖(V0 − η)φ0‖2 =
(
C4

πB

)∫
e−2‖x‖2

dx. WO�O�QQX

�� 7� ���
�� ���� ����
λ‖(V0 − η)φ0‖ ≤ λC5B

−1/2. WO�O�QPX

���
��+� 
����� ��� �����
��� W4�NX�W4�LX�WO�O�OSX 
�� WO�O�QPX +����� ��
�  �� 
�� B > B∗�

MM



I�I� )���� �� ������� I���A

‖HD
ω − (B0 + λη)‖ ≤ λC5B

−1/2 + δ, WO�O�QMX

7���� ��� ����� �� ��� ��� �� B� ω ∈ Ω0 
�� �� η ∈ [0,M ]� ;�� �
�� ������ ����� �� 
�+
(
��
� �
��  �� 
�� B �
��� ������� ;���� ���� 7��� ����
�����+ ��� 
��  �� 
�+ E = Bn + λη�
7� �
��

σ(HD
ω ) ∩ [E − λC5B

−1/2 − δ,E + λC5B
−1/2 + δ] �= 0. WO�O�QTX

����� δ > 0 �� 
�����
�+�

σ(HD
ω ) ∩ [E − λC5B

−1/2, E + λC5B
−1/2] �= 0, WO�O�QRX

 �� ����+ E ∈ [Bn, Bn + λM ]� ;��� ������ ��
� 
�+ �
� �� ��� �������� � HD
ω �� ��� (
��
�

�
�� �
���� �#���� 
 ������ � ����� B−1/2�

/� �
������
�� ����� 7� 8��7 �+ �������
���� �����+ ��
� σ(HD
ω ) ⊂ [Bn − λM,Bn + λM ]�7�

�
�� ��
�  �� E = Bn + λM � ��
� ��� �� ��� ���� � ��� (
��
� �
���

σ(HD
ω ) ∩ [Bn + λM − λC5B

−1/2, Bn + λM ] �= ∅. WO�O�QSX

H� ��� ����� �
��� �+ ;������ O�O�N 7� 8��7 ��� ���
��<
���� ������ �� 
� 
 ����
���
Kn(λ) ln B

B  ��� ��� (
��
� ����� Bn� / λ �� �#�� 
�� B �� ���� ��
�

Kn(λ)
lnB
B

< λM − λCn√
B
, WO�O�PKX

���� ��� ������ � ��� �������� ��
� �� 
����� �����+ ��
� ��� �
�� ����� ��
� �� 
���� Bn +
λM −λCnB

−1/2� ���� �� ��� ���
��<
���� ������� ��
� �� 
���� Bn +Kn(λ) ln B
B � �� 7� �
�� ���7�

;������ O�O�P� ��
� ���  �� ����+ n = 0, 1, 2, ...

ΣB,n,λ,ω �= ∅  �� 
��� ω ∈ Ω. WO�O�PNX

MT
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��# $��
���
	 	��
	�+
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����� !"� ���� d ≥ 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

����� !"� ���� d = 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

'�� ��� �����

/� ���� ��
����� 7� ����+ 
 �
������
� ����������� ����� ��
� �� 
 *�����24������� �������
����
� ��� (
��
��
�� �� � 
 �������
���� � ��� (
��
��
�� /� ��� �
�� 7���� ��� �
�8������
&
�������
� �� −∆ 7� ����� �+�
���
� ���
��<
���� 
� ��� ������ � ��� �������� ����� ���
0������
� "�4 ���
���� �� .�
���� L W������� Q�O X� "�������� 7� ���
�� 
� �#������  �����
  ��
��� �����+ ������
� 7���� ���
��<
���� ����� �� ����� � ��� ��������� �
�
������ � ��� *�����
���� /� ������� Q�Q� 7� ���
�� �����
� �������  �� ��� �
�� 7���� ��� �
�8������ ����
��� ��
−∆ + V0�  �� ���� ������� �������
� V0� ����� 
 ��G����� ������ �� ���
����� ��� �����
� ������
��
�� �����
�� �������� �� 
���+ ��� "�4� V� �������� *�����24������� �������
����� 7��� ����
�����
� 
�� ������
� ��
����� W*������0�������� �+�� �������
��X� ;�� *�����20�������� ����� ��
������� �� ������� Q�P ����� ��� ���
��<
���� ���� �+ Z�$NN[ D �� 0����
��2$���� Z0�$KP[� &����
7� ��� 
 ����������� ���7��� ���������� d ≥ 2 
�� d = 1� ��
�� 7� �������� �� 
 ����������� � 
��� ���������� ���� �� ���
�� ��� �����
� ������ ��
�� �����
��� %
�� � ����� ������� 
�� ����
����
�� ��� 
������ )*+�
���
� ���
��<
����  �� *�����24������� ����
����- Z�"J"[� �� ����
�
�����

MS



����	�� A� �����������
�� E����	��
 ��

.������� ��� �
���� ����'������ ����
��� Hω = H0 + Vω �� (2(Rd) 7���� H0 �� 
 �������
�
���� � −∆ 
�� Vω �� 
 *�����24������� �������
� ������ �+

Vω(x) =
∑
γ∈D

ωγu(x− γ), WQ�N�NX

�
��� +��� ���������� W�NX 
�� W�LX� ������ �� .�
���� O� ��� ��� ��
���	� ����������� 
�� ��
�
8� ���� ��
���� ��� ����
����� 7� ���
���

W�NX ;�� 
������
�	� ��	��	��� � �� 
 ��
���
���  ������� ���� ��
� ‖
∑
γ∈D

u(· − γ)‖∞ = 1� �� �
�

����
�� ������� 
�� �
������

u−χ0,εu ≤ u ≤ u+χ0,δu , WQ�N�LX

 �� ���� �����
��� 0 < εu ≤ δu < r <∞ 
�� 0 < u− ≤ u+ <∞�

W�LX (ωγ)γ∈D �� 
  
���+ � ������ �
���� �
��
����� 7��� ����
�����+ ������������ µ � �������

�� ���������� ������+ ρ ���� ��
�

ρ+ := ‖ρ‖∞ <∞, WQ�N�OX

0 ∈ ���� ρ ⊂ [−m0,M0], WQ�N�QX

7���� 0 ≤ m0 <∞� 0 < M0 <∞� V� ����� ��� ����
� ������� � ���������+ � µ 
�

s(ε) = sup
E∈R

µ([E − ε/2, E + ε/2]) WQ�N�PX

����� µ �� 
� 
��������+ ���������� ����
�����+ ������������� s(ε) ≤ ρ+ ε�

V� ������ �+ V ��� �������
� ���
����  ��� WQ�N�NX �+ ������� 
�� ��� �
���� �
��
���� ���
�
�� 1� ��
� ���

V (·) =
∑
γ∈D

u(· − γ), WQ�N�MX

��� 
�+ ����
��� 4� 7� ������ �+ Ax,L ��� ����������� �� ��� ���� Λx,L� ��� ��� �
8� � 
���
����� 7� 7��� 7���� Ax,L �� AL� ��������������+� 7��� �� ��� ����� 
������

4����H Q�N�N� ;�� ������� �� ���� ��
���� 
��� ���� �� ��� �
�� 7���� ��� �
���� �
��
���� ωγ


�� ����������� ��� ��� �������
��+ ������������ ;���� ��� ����
� ������� � ���������+ s ��
������ 
� s(ε) = sup

γ∈D
sup
E∈R

µγ([E − ε/2, E + ε/2])� /� ���� �
�� 
 �������� 
��������� �� ������

 �� ��� ������������� µγ � �
���+� s(ε) < ∞� ρ+ = supγ ‖ργ‖∞ < ∞ 
�� ��
�  �� ε > 0� �����
�#��� �����
��� C, τ > 0 ���� ��
� µγ([E − ε, E + ε]) ≥ Cετ  �� 
�� γ ∈ D�

'�� -������ (����� �������� ��� )�����*�������� ��$� $�����

����

"��	�� �0�0�0 �� 8�� d ≥ 1 ��	 H0 = −∆ �� M0 > 0� 8�� ��" q > 0/ 	���� � �
	
 �
��
�	��� ���
	��	 Cu,d �� �� �����"

E∗(R) =
(
q
Cu,d

Rd+1

)2

> 0, WQ�L�NX

TK



A�(� 1������ -����� �
	���	�
 ��� �����������
�� 	"�� ��	��	���


������� �� λ 
��� 	��	 ��� ��" ������	 
����	����� I ⊂ [0, E∗(R)] 	���� � �
	
 � ���
	��	
QW = QW (λ,R, r, u, d, q) �� � $��	� 
���� L∗ = L∗(R) 
��� 	��	 ��� L > L∗ 	�� �����F���
������� -����� �
	���	� ���


sup
x∈Rd

E {trPλ,ω,x,L(I)} ≤ QW s(|I|)Ld. WQ�L�LX

��� 5�	 E0 ∈ R \ σ(H0) ��� H0 = −∆ + V0/ F���� V0 �
 Z
d��������� 8�� ��" ����� ��	�����

I ⊂ R \ σ(H0) 	���� � �
	 � ���
	��	 QW = QW (λ,R, r, I, u) �� � $��	� 
���� L∗(R) 
���
	��	 ��� ����" ������	 
����	����� J ⊂ I/ WQ�L�LX ���
�

���� �

��� 	�� ��+ �� H0 �
 ',��� ���	�����
 F�	� � �����	 δ > 0 �� 
��� ���� ��	����� I ��
�� ���	��� �

���	��� �� s(ε)� ���� 	���� � �
	
 � ���
	��	 Q′

W = Q′
W (B,λ, I, u,R, r, d) >

0 
��� 	��	 ��� ��� ������	 
����	�����
 J ⊂ I F�	� |J | 
���� ������/ �� 0 < γ < 1/

E{trPλ,ω,x,L(J)} ≤ Q′
W max{|J |δγ , |J |−2γs(|J |)}Ld. WQ�L�OX

�� ���	������/ �� s(ε) ≤ Cεζ/ ��� 
��� ζ ∈ [0, 1]/ 	���

E{trPλ,ω,x,L(J)} ≤ Q′
W |J |

ζδ
δ+2Ld. WQ�L�QX

)����� ��� ���������+ 7� ���� λ 
�� x  ��� ��� ���
����� V�  ����7 ��� ���� �+ Z.&$KT�
.&$KO[� 
� ����  �� ��� (
��
� &
�������
� �� .�
���� O� ��
� ������ �� ����������� E{trPω,L(J)}
7��� ������� �� ���  ��� ������
� ���!����� � 
� ������
� J̃ � ���� ��
� J ⊂ J̃ 
�� dJ = dist(J, J̃c) >
0� ��
� ��

trPω,L(J) = trPω,L(J)P0,L(J̃) + trPω,L(J)P0,L(J̃c). WQ�L�PX

;�� 8�+ ���� �� �����
���� ��� ���� ���� � ��� ����� �� �� ����� 
 ���������+ �����
�� 
� ��
Z.&$KT� ;������ L�N[� H��� ���� �� ���
�������� ��� ����  ����7� 
� �� Z.&$KT[� ����� ���
������ ���� �
� �� �����
��� �� 
 ��
��
�� 7
+ ����� .������;���
� �+�� �����
��� W���
%��� � ;������ O�L�N�W�XX� ��� ��� ���� ����� ��� 8�+ �� �� ���
�� 
 ���������+ �����
�� 
�
���
�� Z.&$KT� ;������ L�N[� 7���� 7� �� �� ���  ����7����

;� ����� W�X 7� ���� �� ���7 ��
� ����� �#���� 
� �����+ E∗(R) > 0 
�� 
 �����
�� Cu,d,R > 0
���� ��
�  �� ����+ Ĩ ⊂ [0, E∗(R)] 7� �
���

P0,L(Ĩ)VLP0,L(Ĩ) ≥ Cu,d,RP0,L(Ĩ). WQ�L�MX

V� �
8� 
��
��
�� � 
� 
���
���� ����8 ���� �� Z0�$KP� �&$KT[� V� ����
�� ��� �������
�
Ṽx,L �� 
 ��
��
��+ 
���
��� �������
� ������ �+

V̄L(·) :=
1
Rd

∫
ΛR(0)

VL(· − a)da ≥ Cu

Rd
χΛL

(·). WQ�L�TX

TN



����	�� A� �����������
�� E����	��
 ��

(�� L > R 
�� ��� ϕ �� 
 ����
��<�� ����� ������� �� ��� �
��� � P0,L(Ĩ)� 7� �
��〈
ϕ,P0,L(Ĩ)VLP0,L(Ĩ)ϕ

〉
= 〈ϕ, VLϕ〉 WQ�L�RX

=
〈
ϕ, V̄Lϕ

〉
+
〈
ϕ, (VL − V̄L)ϕ

〉
WQ�L�SX

≥ Cu

Rd
− 1
Rd

∫
ΛR(0)

〈ϕ(· + a), VLϕ(· + a)〉 − 〈ϕ, VLϕ〉 da WQ�L�NKX

≥ Cu

Rd
− 1
Rd

∫
ΛR(0)

| 〈ϕ(· + a), VLϕ(· + a)〉 − 〈ϕ, VLϕ〉 |da WQ�L�NNX

=
Cu

Rd
− 1
Rd

∫
ΛR(0)

| 〈ϕ(· + a) − ϕ, VLϕ(· + a)〉 + 〈ϕ, VLϕ(· + a)〉 − 〈ϕ, VLϕ〉 |da WQ�L�NLX

=
Cu

Rd
− 1
Rd

∫
ΛR(0)

| 〈ϕ(· + a) − ϕ, VLϕ(· + a)〉 + 〈ϕ, VL(ϕ(· + a) − ϕ)〉 |da WQ�L�NOX

≥ Cu

Rd
− 1
Rd

∫
ΛR(0)

2‖ϕ(· + a) − ϕ‖‖VL‖da WQ�L�NQX

≥ Cu

Rd
− 1
Rd

∫
ΛR(0)

2|a|‖∇Lϕ‖da WQ�L�NPX

≥ Cu

Rd
− 2R

√
dξ, WQ�L�NMX

WQ�L�NTX

7���� ‖∇Lϕ‖ = ξ 
�� 7� ��� ���  
�� ��
� ‖ϕ(· + a) − ϕ‖ ≤ |a|‖∇Lϕ‖L� ;
8�

ξ = q
Cu

2
√
dRd+1

= q
Cu,d

Rd+1
,  �� ���� q ∈ (0, 1), WQ�L�NRX

����
Cu

Rd
− 2R

√
dξ = (1 − q)

Cu

Rd
:= Cq,u,d,R > 0. WQ�L�NSX

.�����

E∗(R) =
(
q
Cu,d

Rd+1

)2

. WQ�L�LKX

;���� ����� ξ2 ≤ E∗(R)� 7� ���
�� ��
�  �� 
�+ q ∈ (0, 1) 
��  �� 
�+ ϕ ∈ J
� P0,L(Ĩ)� �����
�#���� 
 �����
�� Cq,u,d,R > 0 ���� ��
�  �� Ĩ ⊂ [0, E∗(R))�〈

ϕ,P0,L(Ĩ)VLP0,L(Ĩ)ϕ
〉
≥ Cq,u,d,R

〈
ϕ,P0,L(Ĩ)ϕ

〉
. WQ�L�LNX

;��� ����� ��� �����
� �����
�� �� ����� 
� �����
� V����� �����
�� 
� �� Z.&$KT� ;������
N�N[�

4�  �� (ii)� ���� ��
� �� ���� �
�� trP0,L(J̃) = 0 � J̃ ⊂ R\σ(H0)� �� 7� ���+ ���� �� �����
��
��� ������ ���� �� ��� ������ � WQ�L�PX� 7���� 7� �� ��� ���� ��� ���������+ �����
�� WQ�L�MX  ��
P0,L� ;��� �� ���� 
� �� ��� ���� � ;������ WO�L�NX2W�X�

/� �
�� (iii) 7� �
� �����
�� ��� ���� ���� �� ��� ������ � WQ�L�PX 7������ ����� ��� 
�
��� � 
WQ�L�MX  �� P0,L� /����
�� ��� &'���� ���������+ � ��� /*� � ��� ��� ��������� ����
��� �������
��
� ����� �#���� 
 �����
�� C > 0 ���� ��
�

trP0,L(J̃) ≤ C|J̃|δ |Λ|,

TL
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�� ���  �� 0 < γ < 1
trPω,L(J)P0,L(J̃) ≤ C|J |γδ|Λ|. WQ�L�LLX

�����7��� ��� ����� � Z.&$KT[ 
�� 7������ �#�������+ ��� ���������� �� dJ � 7� �
��

E{trPω,L(J)P0,L(J̃c)} ≤ Q′
W

d2
J

s(|J |)|Λ|,

�+ �
8��� dJ = |J |γ 7� ���
�� ��� ������� ������� ������������ � s(ε) �� ζ�&'���� �����������
7� ���� �
8��� γ ���� ��
� γδ = ζ − 2γ�

E{trPω,L(J)} ≤ Q′
W max{|J |γδ , |J |ζ−2γ}L2 WQ�L�LOX

≤ Q′
W |J |

ζδ
δ+2L2, WQ�L�LQX

7���� Q′
W ������� �� u, I, λ� R� r 
�� M �

'�! )������ �����.���� ���  )�����*�������� $���
������

�� ��� +$����

.������� 
 *����� ��� D � ��
�
���������� r,R 
�� ��� 
�����
��� *�����24������� ����
���
Hω = −∆ + Vω �� (2(Rd)� 7��� Vω ������ �� WQ�N�NX� V� 
����� m0 = 0� �� ��� �
����
�
��
���� �� ��� ��������� � Vω 
�� ��������� �� ��� ������
� [0,M ]  �� ���� M > 0 �#��� ;���
σ(Hω) = [0,∞)  �� 
��� ω ∈ Ω� /� ���� ������� 7� ����� ���  ����7���

"��	�� �0�0�0 ����� � �
	 ��
�	��� ���
	��	
 C ′ �� A/ ������� �� 	�� ������	��
 �� 	��
���� d, u, µ,M / �� �� �����"

E∗ =
C ′

R2(d+1) |logAR|2/d
, WQ�O�NX


��� 	��	 ��� ����" 
���� ���� ��	����� I ⊂ [0, E∗)/ F� ���� I ⊂ ΣMSA� �� ���	������/ Hω � ����	

"������� ������6�	��� �� [0, E∗)�

����� ��
 +����� �
��� ,���
 -	���
 .+�,-/

������ �+ ;������ Q�L�N2W�X� Hω �
������ 
 ��� ��� V����� �����
��� �� ����� �� 
���+ ���
0������
� "�4 W;������ L�N�OX �� ���
��� �� ����� 
� �����
� ������ ��
�� �����
�� W/(�1X� V�
�� ���� �+ ���7��� ��
� ����� �#���� 
 ������ ��
�� L0 ���� ��
� 
 �
� � ��<� E∗ ������ 
����
0 = inf σ(Hω) �� ��� �������� � Hω,L 7��� ���� ������ ����
�����+� 4���+��� ��� .������
;���
� �����
�� ������ ��� �
� 7��� +���� ��� ������� ���
+ � ��� ������������ ���������� 
��
���� ������� /(�1 WL�N�PX� �� ��� ������
� [0, E∗)�

;��  ����7��� �� 
 �� �����
���� � Z�KR� %���������� O�N[ 
�
���� �� ��� ��������

TO



����	�� A� �����������
�� E����	��
 ��

2	��������� �0�0�0 8� p > 0� ����� � �
	
 � ���
	��	 C = Cu,µ,d,p,M0 
��� 	��	 ��� ��� 
����

L ≥ 1 �� x ∈ R

d F� ����

P

(
Hω,x,L ≥ CR−2(d+1)(lnL)−

2
d

)
≥ 1 − 1

Lpd
WQ�O�LX

)����� ��# K > 1� 0+ 
��������� W�NX WQ�N�LX� ����� �#���� 
 �����
�� Cu,d ���� ��
�� ��� ����+
7��� ������� �� ��� ������ � ��� ��# x ∈ Rd�  �� ���� K > 1�

V̄ω,L(·) :=
1

(KR)d

∫
ΛKR(0)

Vω,L(· − a)da ≥ Cu,d

Rd
Yω,LχΛL

(·), WQ�O�OX

7����
Yω,L := min

ξ∈Λ̃

1
Kd

∑
ζ∈Λ̃ K

3
(ξ)

ωζ . WQ�O�QX

/�  ����7�  ��� ��
��
�� �����
��� ��
�� � µ̄ �� ��� ��
� � ��� ����
�����+ ��
���� µ� �����
�#���� Aµ > 0 ���� ��
�

P

⎛
⎜⎜⎝ 1
Kd

∑
ζ∈Λ̃ K

3
(ξ)

ωζ ≤ µ̄

2

⎞
⎟⎟⎠ ≤ e−AµKd

. WQ�O�PX

;���� ����

P

(
V̄ω,L ≥ Cu,dµ̄

2Rd
χΛL

)
≥ 1 − Lde−AµKd

, WQ�O�MX


�� �� �����  �� ��� ����
��� ������ �+

H̄ω,L = −∆L + V̄ω,L, WQ�O�TX

7� �
��

P

(
H̄ω,L ≥ Cu,dµ̄

2Rd

)
≥ 1 − Lde−AµKd

. WQ�O�RX

;
8� ω �� ��� ����� 7���� ����
�����+ �� ����� �+ ��� �������� �����
��� / ϕ ∈ C∞
c (ΛL)�

7��� ‖ϕ‖ = 1� 7� �
� ������� 
� �� ��� �������� ������� 
�� �����
��

〈ϕ,Hω,Lϕ〉 = 〈ϕ, H̄ω,L〉 − 〈ϕ, (V̄ω,L − Vω,L)ϕ〉 WQ�O�SX

≥ Cu,dµ̄

2Rd
− 1

(KR)d

∫
ΛKR(0)

(〈ϕ(· + a), Vω,Lϕ(· + a)〉 − 〈ϕ, Vω,Lϕ〉) da WQ�O�NKX

≥ Cu,dµ̄

2Rd
− 2

(KR)d

∫
ΛKR(0)

‖ϕ(· + a) − ϕ‖‖Vω,L‖∞ WQ�O�NNX

≥ Cu,dµ̄

2Rd
−KRM

√
d‖∇ϕ‖, WQ�O�NLX

WQ�O�NOX

7���� M = supω ‖Vω,L‖∞ 
�� 7� ���� ��
� ‖ϕ(· + a) − ϕ‖ ≤ |a| ‖∇ϕ‖� ?����� ��
�� �����
Vω,L ≥ 0�

TQ
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‖∇ϕ‖2 = 〈ϕ,−∆ϕ〉 ≤ 〈ϕ,Hω,Lϕ〉. WQ�O�NQX

;���

〈ϕ,Hω,Lϕ〉 ≥
Cu,dµ̄

2Rd
−KRM

√
d〈ϕ,Hω,Lϕ〉1/2. WQ�O�NPX

;
8��� ϕ ∈ J
�� P(−∞,1](Hω,L)� 7� �
�� ��
� 〈ϕ,Hω,Lϕ〉 < 1 
�� ����� ����

〈ϕ,Hω,Lϕ〉 ≥
(Cu,dµ̄)2

dM243R2d+2K2
:=

Cu,d,µ,M

R2d+2K2
. WQ�O�NMX

V� ���� �
��

P

(
Hω,L ≥ Cu,d,µ,MR

−(2d+2)K−2
)
≥ 1 − Lde−AµKd

. WQ�O�NTX

����� p > 0� �
8� K =
(

(p+1)d
Aµ

lnL
)1/d

� ?����� ��
� K > 1  �� L ��� ������ ��������� ��

Aµ, p, d� ;���

P

(
Hω,L ≥ CR−(2d+2)(lnL)−2/d

)
≥ 1 − Lpd, WQ�O�NRX

7���� C = Cu,d,µ,M

(
Aµ

(p+1)d

)1/d
�

;�� .������;���
� �����
�� Z�� ;������ L�Q�N[ ��
��� ��
�  �� E ∈ J ���� ��
� η =
dist(E, σ(Hω,x,L)c ∩ I) > 0� ����� �#��� �������� �����
��� c1 
�� c2 ���� ��
�

‖Γx,LRx,L(E)χx,L/3‖ ≤ c1
η
e−c2η1/2 dist(supp Γx,L,Λx,L/3). WQ�O�NSX

0��
��� � ��� ��<� � ��� ������
� �
� �� ��� �������� � Hω,L 
���� 0� �� �� ������ �� �
8�
E ∈ [0, aL/2]� 7���� aL := CR−(2d+2)(lnL)−2/d� �� ��
� η = dist(E, aL) ≥ aL/2� /� ���� �
��
��� .�����2;���
� �����
�� �����

‖Γx,LRx,L(E)χx,L/3‖ ≤ c3R
(2d+2)(lnL)2/de−c4LR−(d+1)(ln L)−1/d

, WQ�O�LKX

7���� 7� ���� ���  
�� ��
� dist(suppΓx,L,ΛL) ≥ L/2 
��

c3 =
2c1
Cu,d

, c4 =
c2
√
C

2
√

2
. WQ�O�LNX

;��� ����� ��� ������� ���
+ � ��� ������������ ��������� ������� /(�1 �� ��� ������
� [0, E∗)�
7����

E∗ = aL/2 = C ′R−(2d+2)(lnL)−2/d  �� ���� C ′ = C ′
u,d,µ,M,Aµ,p > 0. WQ�O�LLX
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����	�� A� �����������
�� E����	��
 ��

����� �� 
)����� (������ (�� �
 
�
��� E∗

/� ����� �� ���
�� ��� ���������� � ��� �����+ E∗ �� ��� �
�
������ � ��� (r,R)�*����� ����
7� ���� �� 8��7 ��7 ��� ��� �����
� ������ ��
�� L0 �
� �� �� �� ����� � ����� �
�
������� (��
�� ���
�� 
� �#������ ������������ �������
 ����� �+ Z�$KO� ;������ L�P[� 
�
���� �� ��� ��������

"��	�� �0�0�0 5�	 Hω �� � ����� �����	�� 
��� 	��	 �

���	���
 4/ ���/ +5�/ 2��/ ���/
�2/ 1-2/ �� 1+722/ �$�� �� +��	���
 (��/(�(/ ��� �� �� ���� ��	����� I� +�	

L = max

{
3�, 42, 3

(
107d

2

) 2
d

,
1
37

(16 · 60dQW )2/d

}
, WQ�O�LOX

F���� ρ �
 	�� ��� ������	�� �� QW �
 	�� ���
	��	 �� 	�� 1-2� +����
� 	��	 ��� 
���
L0 ≥ L/ L0 ∈ 6N �� E ∈ Σ ∩ I/

P

(
90dγ2

I (37L0)2d‖ΓL0Rω,L0(E)χL0/3‖ < 1
)
≥ 1 − 2

344d
, WQ�O�LQX

F���� γI �
 	�� ���
	��	 �� 	�� +5�� ���� E ∈ ΣMSA�

V� 7��8 �� ��� ������
� [0, E∗]� .��
��+  ��� ��� ��������� � ��� �
���� �������
�� Hω

�
������ �������+ J 
�� /4* 7��� 7��� ρ < r 
�� ����� ��� ���������� �(/� 1*/ 
�� 6��11 W
�
���� �� ������ L�LX� 0+ ;������ Q�L�N � Hω �
������ 6V1 7��� 
 �����
�� QW ����������
� ��
WQ�L�NSX� J��
����� WQ�O�LKX� 
�������� �� WQ�O�LOX L0 �
� �� �
��� +

L0 ≥ 1
37

(16 · 60dQW )2/d = c5R
2, c5 :=

Cu,d

37
(16 · 60d)2/d, WQ�O�LPX

(37290)dγ2
IL

2d
0 c3R

(2d+2)(logL0)2/de−c4L0R−(d+1)(ln L0)−1/d
< 1. WQ�O�LMX

.�����
L0 = Ad+2R(d+2)���(R−1), WQ�O�LTX

7���� A ≥ 1 �� 
 �����
�� �� �� ������ �
����

��� ��� ������� 
����� R ≥ 1� ;����  �� L0 �� �
��� + WQ�O�LPX� 7� ���� �� �
�� Ad+2 ≥ c5�
H� ��� ����� �
��� �� �
��� + WQ�O�LMX� 7� ���� �� �
��

c6(AR)2d(d+2)R2d+2((d + 2) logAR)2/d exp

(
− c4A

d+1AR

(d+ 2)1/d(logAR)
1
d

)
< 1, WQ�O�LRX

7���� c6 = (37290)dγ2
I c3� ����� AR ≥ 1 7� 
�7
+� �
�� logAR ≤ (AR)

d
2 � �� ��� ��������� ��

�
������ � 

c7(AR)2d(d+2)+1R2d+2 < ec8Ad+1
√

AR, WQ�O�LSX

7���� c7 = c6(d+ 2)2/d� c8 = c4/(d+ 2)1/d ����� A ≥ 1� WQ�O�LSX 7��� ���� � 

c7(AR)2d2+6d+3 < ec8
√

AR. WQ�O�OKX

TM



A�A� �"������� ������6�	��� ��� � ���	����	��� �� 	�� 5�������� F�	� � �����������
�� ��	��	���

/� �� ������ �� 
�8  �� A �� �
��� +

c7A
2d2+6d+4 < ec4

√
A, WQ�O�ONX

����� ��� �
�� 7��� ����  �� 
�+ ������ �
���� ��
� A� �� �
������
��  �� AR� 4� A ≥ 1 
��√
AR ≤ Ad+1

√
AR� ���� WQ�O�LSX� 
�� ����� ��� WQ�O�LMX�  ����7��

/ R < 1� ����� R̃ = 1
R � ;��� L0 = (AR̃)d+2 7���� R̃ > 1 
�� ��� �
�� �����
��� 
� �� ���

����  �� A ≥ 1 ��� ������ ��� ����+ �� R̃ �
��� +��� WQ�O�ONX�

;��� ������ ��
� 7� �
� ���8 
 �������� �����
�� A ��� ������� ��� ��� �� R� ���������
�� d, γI , u, c1� ���� ��
� ��� ����������  �� ;������ L�N�O ����  �� E ∈ [0, E∗)� ����� L0 =
Ad+2R(d+2)���(R−1)�  ��� WQ�O�LLX 7� �
��

E∗ =
C ′

R2(d+1) |logAR|2/d
7��� C ′ = C ′

u,d,µ,M,Aµ,p, A = Au,d,γI ,c1 > 0. WQ�O�OLX

'�' )������ �����.���� ���  $���
������ �� ��� +$����

"���  )�����*�������� $�������

.������� 
 *����� ��� D � ��
�
���������� r,R� 
�� ��� ����
��� Hω = H0 + Vω (2(Rd) 7����
H0 = −∆ + V0 7��� V0 
 ������� �������
�� ;�� �
���� �������
� Vω �� ������ �+

Vω(x) =
∑
γ∈D

ωγu(x− γ), WQ�Q�NX

�
��� +��� ���������� W�NX 
��

W�OX (ωγ)γ∈D �� 
  
���+ � ������ �
���� �
��
����� 7��� ������ ����
�����+ ������������ µ
���� ��
�

suppµ = [0,M ],  �� ���� M ≥ 1, WQ�Q�LX

µ[0, t] ≤ ctτ ,  �� ��
�� t, 
 �������� �����
�� c 
�� τ > d/2. WQ�Q�OX

;��� E0 = inf σ(H0) = inf σ(Hω) 
��� ω ∈ Ω� V� �
�� ���  ����7��� ������  �� ��� ����
��� Hω�

"��	�� �0�0�0 5�	 β ∈ (d/(2τ), 1) �� $ �� ����/ 	���� � �
	 ��
�	��� ���
	��	
 c1, c2 �� A/
������� �� d,M, I, u, V0, β/ �� �� �����" E∗ ����� �"

E∗ = E0 + c3R
−c4 R4/3

���(R−1)A−c4 A4/3
, WQ�Q�QX


��� 	��	 ��� ����" 
���� ���� ��	����� I ⊂ [E0, E∗)/ F� ���� I ⊂ ΣMSA� �� ���	������/ Hω

� ����	
 "������� ������6�	��� �� [E0, E∗)�

(�� Hω,L 
�� H0,L ������ ��� ����������� � Hω 
�� H0 �� ��� ���� ΛL(x) 7��� *��������
�����
�+ ����������� V� 7����

λL(t) = inf σ(Ht,L), 7���� Ht,L = H0,L + tVL, WQ�Q�PX
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����	�� A� �����������
�� E����	��
 ��

7���� VL� 7� ���
��� ������� ��� ����������� � ��� �������
� V ���
����  ��� Vω �+ �������
ωγ = 1  �� 
�� γ ∈ D� V� ��� ��� ������ �������
���� ���������  �� ��� ����
��� H0,L� 7���
��� *�������+�� �������
���� VL� 0+ ZJ"9NL[ W��� 4������# 4�N� 4�OX� 7� 8��7 ��
� �����
�#���� 
 �����
�� CUCP > 0 ����������� �� ��� ��
�� L� ���� ��
�  �� 
�� t ∈ [0, 1]� ����� �#����

 �����
�� κ = u−CUCP ���� ��
�

λL(t) ≥ λL(0) + κt ≥ E0 + κt, WQ�Q�MX

7���� u− �����  ��� WQ�N�LX 
�� CUCP ������� �� ��� �
�
����� R � ��� *����� ��� D�

����� V0 �� �������� �� �
������ 
� �����
� V����� �����
�� 
� ��� ������ � ��� ��������

� ������ �� ZJ"9NL[�

/� ����� �� ����� �+�
���
� ���
��<
���� ������� ;������ L�N�O� �� ���
��� �� ���7 ���
�#������� � 
� �����
� ������ ��
�� �����
�� WL�N�PX� 4� ���� ���������+� 7� 
�� �� ���7 ���
�#������� � 
 �
� �� ��� �������� � Hω,L 
���� E0 7��� ���� ����
�����+� ���� ��
� 7� �
�

���+ .������;���
� �����
�� ������ ��� �
� 
�� ���
�� /(�1 ��
� E0� V� ������� 
� ��
Z$��SR� ������� Q[�

P (Vω,L > tV ) = P (ωγ > t, ∀γ ∈ Λx,L ∩D2) = 1 − P (∃ 
� ��
�� ��� γ ∈ Λx,L ∩D2 : ωγ ≤ t)
WQ�Q�TX

≥ 1 − |Λx,L ∩D2|µ[0, t] WQ�Q�RX

≥ 1 − Cr2,dL
dctτ , WQ�Q�SX

7���� 7� ���� ���  
�� |Λx,L ∩D2| ≤ Cr2,dL
d ��� ����+ �� x ∈ R

d� ?�7 ���8

t =
1

κL2β
 �� ���� β ∈ (0, 1). WQ�Q�NKX

?��� ��
�  �� L ��� ������ ��������� �� u,CUCP , β� 7� �
�� t ≤ 1� ;���

P (ωγ > t, ∀γ ∈ ΛL) ≥ 1 − Cr2,dc

κτL2βτ−d
. WQ�Q�NNX

����� τ > d/2� 7� �
� ���8 β ���� ��
� d
2τ < β < 1 
�� ����� ��� 2βτ − d > 0� ;��� �������

P (Vω,L > tV ) ≥ 1 − c

κτLξ
, WQ�Q�NLX

7���� ξ = 2βτ − d� V� ������ ���� ����� �+ Ω0� ��� 
�+ ω ∈ Ω0� ����� Vω ≥ 0� 7� �
��
Hω,L = H0,L + Vω,L > H0,L + tVL� ��
� ��� inf σ(Hω,L) ≥ λL(t)� /� �
������
�� �+ ��� ������ � t�

inf σ(Hω,L) ≥ E0 +
1
L2β

. WQ�Q�NOX

V� �
�� ���7� ��
� 7��� 
 ����
�����+ ����� �+ WQ�Q�NLX� ����� �� 
 �
� � ��<� 1/L2β 
����
E0 �� ��� �������� � Hω,L�

?�7� �������� ��� ������
� [E0, E0 + aL/2]� 7����

aL :=
1
L2β

. WQ�Q�NQX

TR



A�A� �"������� ������6�	��� ��� � ���	����	��� �� 	�� 5�������� F�	� � �����������
�� ��	��	���

0+ ��� .������;���
� �����
�� WQ�O�NSX� ����� �#���� �����
��� c1 
�� c2 ���� ��
�  �� 
�+
E ∈ [E0, E0 + aL/2]

‖Γx,LRx,L(E)χx,L/3‖ ≤ c1L
2βe−c2L1−β

. WQ�Q�NPX

��� L ��� ������ ��������� �� c1, c2, β 7� ���
�� /(�1 
� ��� ������ � ��� ���������
4�
�������+ �� ��� �������� �������� ��� �
� �����
�� ��7 ��� ��� �����
� ������ ��
�� L �����
�� �� �� ����� � ��� �
�
����� � ��� ����� �� ����� �� ��
�� ��� "�4� ����� ;������ Q�O�O�

.������� ��� ��� ��� V����� �����
�� ����� �+ ZJ"9NL� ;������ Q�NN[  �� Hω,L ����������
�� ��� ��# ΛL(x) 7��� *�������� �����
�+ ���������� W��� V����� �����
�� ����� �+ ;������
Q�L�N�W
X �
� �� 
�
�+<�� �� 
� 
�
������ 7
+X� ;�� ��
����
���� ������ �������
���� ���������
W��� 4������# 4�N� 4�OX ������� ���  ����7��� ���������+ �����
��U  �� 
�+ ���� ������
� I ⊂
[E0, E0 + κ/2]� 7���� κ = u−CUCP �

P0,L(I)V P0,L(I) ≥ 1
2
κP0,L(I). WQ�Q�NMX

;��� ������ �� ��� �����
�� QW � ��� V����� �����
�� 
�

QW =
C

κ2
, WQ�Q�NTX

 �� ���� �����
�� C ��������� �� d,M, I W��� WO�L�OX� WO�L�LQX �� ��� ���� � ;������ O�L�N�W
X�
�� ��� ���� � Z.&$KT� ;������ Q�N[X� ���� 4������# 4�N� 7� ��� ��
� ��� �����
�� CUCP

������� �� ��� �
�
����� R 
��� �� ������������

QW = C ′Rζ R4/3
, WQ�Q�NRX

 �� ���� �������� �����
��� C ′ ��������� �� d,M, u, I� 
�� ζ �� V0, I, d�

?�7� 
�������� �� ;������ Q�O�O 
�� ��������� WQ�Q�NKX� ��� �����
� ������ ��
�� �����
�� L0

���� �
��� +

L0 ≥ (α1QW )2/d = (α2R
ζR4/3

)2/d, 
��L0 ≥ (u−Rζ R4/3
)1/(2β), WQ�Q�NSX

7���� α1, α2 ������ �� d,M, u, I�

;
8�
L0 = α3R

2
(d/2+2β)

ζ R4/3���(R−1)
A

2
(d/2+2β)

ζ A4/3

, WQ�Q�LKX

 �� ���� �����
�� A > 0 �� �� �#��� (�� �� 7���� α5 = 2
(d/2+2β)ζ� V������ ���� � �����
���+�

�������� ��� �
�� R ≥ 1� ���������  ��� WQ�O�LQX 
�� WQ�Q�NPX� L0 �
� �� �
��� +

α6L
2d+2β
0 < ec2L1−β

0 , WQ�Q�LNX

7���� α6 = c1(37290)dγ2
I � ;
8� A ��� ������� ��������� �� d, β, d,M, u, I� ���� ��
�

α6A
(2d+2β)α5A4/3

< exp
(
c2A

c2eα5(1−β)A4/3
)
. WQ�Q�LLX

����� ���� �����
���+ 
��� �����  �� 
�+ ������ ���
��� ��
� A� �� �
������
�  �� AR� 7� ���
WQ�Q�LNX�

TS



����	�� A� �����������
�� E����	��
 ��

;���� ���� ����� �#��� �������� �����
��� c3, c4 
�� A� ��������� �� d,M, I, u, V0, β� 
�� 
�
�����+ E∗ ����� �+

E∗ = E0 + c3R
−c4 R4/3���(R−1)A−c4 A4/3

, WQ�Q�LOX

���� ��
� �� 
�+ ��
�� ���� ������
� I ⊂ [E0, E∗)� 7� �
� ���� + ��� �+�������� � ;������ L�N�O�

�� ����� ��� I ⊂ ΣMSA�

'�/ )������ �����.���� ���  )������0����
��� �����

.������� 
 (r,R)�*����� ��� D 
�� ��� 
�����
��� *�����24������� ����
��� Hω = −∆+V0+Vω

�� (2(Rd)� ;�� �
�8������ �������
� V0 �� ������� 
�� Vω �� 
 *������0�������� �������
��
������ �+ WQ�Q�NX� �
��� +��� ���������� W�NX WQ�N�LX 
��

W�QX (ωγ)γ∈D �� 
  
���+ � ������ 0�������� �
���� �
��
����� 7��� ������ ����
�����+ �������
������ µ ���� ��
�

suppµ = {0, 1}, WQ�P�NX

P(ω0 = 0) = β, P(ω0 = 1) = 1 − β,  �� ���� β ∈ (0, 1). WQ�P�LX

V� ������ �+ E0 = inf σ(H0) = inf σ(Hω)  �� 
��� ω ∈ Ω�

"��	�� �0�0�0

�� �� ����
��� d ≥ 2/ Hω � ����	
 "������� ������6�	��� �	 	�� ��		�� �� 	�� 
���	����

��� �� ����
��� d = 1/ 	���� � �
	
 � ��
�	��� ���
	��	 C ������� �� u, V0 �� I 
��� 	��	
��

β < e−C R, WQ�P�OX

	��� Hω � ����	
 "������� ������6�	��� �� 
��� ��	����� I/ �	 	�� ��		�� �� 	�� 
���	����

V� �
� �� ������ ��� ;������ L�N�O 
� �� ��� ����� �� ���� ��� ����  �� 0�������� ��
������
��� �����
� 7� ��� �������  ��� Z�$NN[ 
�� ������� 
� ���� �� Z�KR[  �� ��� �
�� V0 = 0� V�
���� �� ����� ��
� 7� �
� ��� 
 �
� �� ��� �������� � Hω,L 
���� E0 7��� ���� ����
�����+
���� ��
� 7� �
� 
���+ .������;���
� �����
�� 
�� ���
�� /(�1 ��
� E0�

;
8� K ∈ N 
�� ��������� ��� ���� ΛL(x) ��
(

L
K

)d
��
���� ����� � ���������� K� �������

�+ ΛK(j)� 7���� j ∈ JL  �� ���� ����# ��� JL� ;�� ����
�����+ � ������ 
� ��
�� ��� �����
ωγ ∈ D2 �� �
�� ���� ΛK−2δu(j) ���� ��
� ωγ = 1 �� ����� �+

P (∀j ∈ J ,∃γ ∈ ΛK−δu(j) ∩D2 : ωγ = 1) ≥ 1 −
(
L

K

)d

βCR2,d(K−2δu)d
, WQ�P�QX

7���� 7� ���� ���  
�� |ΛK−2δu(j) ∩D2| ≥ CR2,dK
d ��� ����+ 7��� ������� �� ��� ������ j� ;
8�

��� � ����� ������ �� �
�� ���� ΛK−2δu(j) ∩D2� ������ �� �+ γj 
�� ����� ��� �������
� VL 
�

VL(x) =
∑
j∈JL

u(x− γj), WQ�P�PX

RK



A�M� �"������� ������6�	��� ��� � �������%�������� ����

�� V �
� �#
���+ ��� ����������� �������
� �� �
�� ���� ΛK(j) 7���� ������� �� 
� 
 �
 ��+ ����
���
 ��� ��� �����
�+ � ΛK(j)� 
�� �
� �� ���� 
� 
 *����� �������
� ������ �� 
 (2δu,K)�*�����
���� V� �
��

P (Vω ≥ V ) ≥ 1 −
(
L

K

)d

βCR2,d(K−2δu)d
. WQ�P�MX

��"�� ��
 ��	
 d ≥ 2�

4� �� ��� �������� �������� �������� λL(t) = inf σ(Ht,L) := inf σ(H0,L + tVL)� V��� 
 ����
�����+
����� �+ WQ�P�MX 7� �
�� inf σ(Hω,L) ≥ λL(1)� /� ���� ;������ 55 
������ �� ��� *����� �������
�
VL � W�
�����X �
�
����� K +����� W��� WQ�Q�MXX

inf σ(Hω,L) ≥ E0 + κ(K), WQ�P�TX

7���� κ(K) = u−CsfUC,d(K)� 
�� ��� �����
�� CsfUC,d �� ������ �� 4������# 4�N� ����
;������ 55 7� 8��7 ��
� CsfUC,d(K) ≈ K−K4/3

�

V� �
�� ������ ��
�

P (inf σ(Hω,L) ≥ E0 + κ(K)) ≥ 1 −
(
L

K

)d

βCR2,d(K−2δu)d
. WQ�P�RX

;
8��� K = (log 2L + 2δu)1/d+ε�  �� ���� ε > 0� 7� ��� ��
�  �� L �
���� ��
� ���� L =
L(d, δu, β,R2, ξ) ��� ����
�����+ �� ��� ������ �� ≥ 1 − L−ξ  �� ���� ξ > 0 
��� ��������� �����
�#���� 
 �����
�� C > 0 ���� ��
� K ≤ K̃ = (logCL)

1
d
+ε� ;��� +����� 
 �
� 
���� E0 �� ���

�������� � Hω,L � ��<� κ(K̃)� �
���+�

κ(K̃) = (logCL)−( 1
d
+ε)(log CL)

4
3( 1

d
+ε)
. WQ�P�SX

4� ���� �� ��� �������� �������� 7� 
���+ ��� .������;���
� �����
�� �� ��� ������
� [E0, E0 +
κ(K̃)/2)� ;���� �#��� �����
��� c1 
�� c2 ���� ��
��  �� 
�+ x, y ∈ R

d 7��� ‖x− y‖ > L�

‖χyRω,L0(E)χx‖ < 2c1(logCL)(
1
d
+ε)(log 2L)4/3

exp
(
− c2√

2
(logCL)−( 1

2d
+ ε

2)(log CL)
4
3( 1

d
+ε)
L

)
.

WQ�P�NKX

/� ����� �� ���
�� 
 ���
+ � ��� ���������� �� �� ������ �� �
�� 4
3d < 1� ��
� ��� d ≥ 2� 
��

ε > 0 ��
�� ������ ���� ��
� 4
3d + 4ε

3 < 1� V��� ���� 7� �
� ��
�� ��� "�4  ��� Z�$NN� 0�$KP[�

��"�� ��
 ��	
 d = 1�

/� ��������� d = 1 7� �
� ��� 
 ������ �������
���� ��������� ���
���� �� Z$9KL
[� 7���� ���
��
����
����  ��� �� �#�������+ ��������� �� 4������# 4�L� ;��� ����� ��� 
�
��� � WQ�P�SX�

κ(K) = u−CUCP (K) = u− · δu
K
e−2Cδu,V0,EK , WQ�P�NNX

7���� ��� �����
�� Cδu,V0,E �� ������ �� 4�L�

RN



����	�� A� �����������
�� E����	��
 ��

;
8� K = 1
N logL�  �� ���� �������� �����
�� N �� �� ������ �
���� ;���� ��� 
�
��� � 

WQ�P�RX ��

P (inf σ(Hω,L) ≥ E0 + κ(K)) ≥ 1 − c3
logL

· L1−c4, WQ�P�NLX

7����
c3 := Nβ−2CR2

δu , c4 :=
1
N
CR2 |log β| WQ�P�NOX

&���� CR2 = 1
R2

� �� �� ����� �� �
�� c4 > 1� 7� ���� ���  ����7��� ��������� �� ��� ��������
�
�
����� βU

β < e−NR2 WQ�P�NQX

�� 7���� �
��� ��� ������ �� WQ�P�NLX ����� ��� ����
�����+ 7� ���� �� ��
�� ��� "�4  ��� Z�$NN[�

?�7� 7� ���� �� �
8� ���� ��
� ������ ��� ������
� �
�� .������;���
� �����
�� ����� ���
������� ���
+ � ��� ���������� V��� ��� ������ � K� ��� ��<� � ��� ������
� �
� 
���� E0  ��
Hω,L ��

CUCP (L) =
Nδu
logL

e−
2Cδu,V0,E

N
log L =

Nδu
logL

L−2Cδu,V0,E/N WQ�P�NPX

.������� ��� �����+ ������
� [E0, E0 + 1
2CUCP (L)]� 0+ .������;���
� �����
��� ����� �#���

�����
��� c1 
�� c2 ���� ��
�

‖χyRω,L(E)χx‖ ≤ c1 logL
Nδu

L2Cδu,V0,E exp

⎛
⎝−c2

√
NS

L
√

logLL
Cδu,V0,E

N

⎞
⎠ . WQ�P�NMX

;� ���
�� ��� ������� ���
+� 7� ����

1 − Cδu,V0,E

N
> 0. WQ�P�NTX

;
8� N = 2Cδu,V0,E� ;��� WQ�O�LKX ���
+� 
� L · e−L1/4
�

V��� ���� ������ � N � ��� 
��������� WQ�P�NQX �� ��� �������� �
�
����� β �������

β < e−2Cδu,V0,ER2 . WQ�P�NRX

RL
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%��
�	

#�� .
����	� ��	���� ����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -�

#�� /0������� �� ��� 1$2 �� ��� $�	���%������� ����	 � � � � � � � � --

#�� '������+ �
�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !-

����� *������+�	�	�"��� ����,��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� -��� � !"����� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �..

#�� /0
��	� �� 
 $�	��� ���
�� ���� �� 1$2 � � � � � � � � � � � � � � � �*�

/�� ������� ����
��� $���� ����

/� ���� ��
����� 7� ����� ��� �#������� � ��� /�����
��� *�����+ � ��
��� W/*�X  �� ��� *�����2
4������� ����
���� ���������� �� .�
����� O 
�� Q� 
�� ��� ���
���� 7��� ����� ������
� �����������
H�� ������� 
�� ���
���� �� ���  �
��7��8 � �
�����+ �������� ����� ����� ����� 
� �������
������� ���
���� �� Z"JNL[ 
�� ����� ���� ��������� 
���������� �� ��� ������+��� *�����
���� /� ��� �
�� 7���� ��� �
�8������ &
�������
� �� ���  ��� (
��
��
�� 7� ���7 ��
� ��� /*�
�#������ 
 (� ����< �
��� ���
���� 
� ��� ������ � ��� ��������� ;� �������
�� ��� ������
��� � 
��� ��������� ���������� �������� �+ D 7� �������� 7��� 
� �#
���� � 
 *����� ����
��� 7���
�� /*�� %
�� � ����� ������� 
�� ����
���� �� ��� 
������ )*+�
���
� ���
��<
����  �� *�����2
4������� ����
����- Z�"J"[� �� ����
�
�����

��� ��� ����������� � ��� ��
���� 7� ���
�� ���  �
��7��8 � �+�
���
� �+�����  �� �
�����+
�������� ����� ���� 
�� ��
�� ��� ������� � ��� ������� �������  ��� Z"JNL[ ��
� 7� ���� ��
��� �������� V� ���� ���
�� ��� ��������� � 
 *����� ����

��/������ �0�0�0 4 ������ D � R
d �� �
���� 
� !�/4#������� 
�	 � �� ��

• ��� ����+ ��������U ����� �#���� 
 ��
� r > 0 ���� ��
�  �� 
�+ ���� Λr� �(D ∩Λr) ≤ 1� 
��

• ���
�����+ �����U ����� �#���� 
 ��
� R ≥ r > 0 ���� ��
�  �� 
�+ ���� ΛR� �(D ∩ ΛR) ≥ 1�

RO



����	�� M� ��� ��+ ��� �����������
�� �����	��


7���� � ��
���  �� �
����
���+�

.������� ��� �
�� ��
�� M = R
d 
�� ��� 4����
� ����� T = R

d 
����� �� M ������� ���
��
���
���� α�

α : T ×M →M, α(x, γ) = x+ γ WP�N�NX

;�� 
����� �� ���������� � 
�� ���+ � ��� �
� α(x,m) = (x+m) �� ���������� 7��� ������� ��
��� ������� �������+ �� T ×M 
�� �� �� �
�� �� �� ������ � ��� 
�����
���� α(·,m) : T → M
�� ������� ��
� ��� ������
��� � ����
�� ���� 
�� ����
��� V� �
+ ��
� 
 ����� 
����� α ��
	���
�	��� �  �� ����+ m,m′ ∈ M � ����� �#���� x ∈ T ���� ��
� m+ x = m′ 
�� �� �� ���� �  ��

�+ x ∈ T 
�� m ∈M ��� �������+ x+m = m ������� x = e� 7���� e �� ��� �����
� ������� ��
��� ����� T � V��� ��� ������ � M = T = R

d� 
� ���
��+ ����
��� ������ �����
��� ���������
�
��
���� α 
� ������ 
���� �� ���
��+ ��
��������  ��� 
�� ������� 
�� ��� 1������
� ������ ����
�����
���� ��� �������+ �� R

d �� T ����
��
�� 
�� ������� ;���� ���� ���� ������ � �
�� ��
��
M � ���������
� ����� T 
�� 
����� α �
������ 
�� ��� ������������ �� Z"JNL� ������� L[ W���
4��������� L�N 
�� 1#
���� L�P �������X�

?��� ��
� ��� (������� ��
���� �� ��������� ���
��
�� 7��� ������� �� ��� ����� T � ��
� ���
 �� 
�+ ��
���
���  ������� 7� �
��∫

T
f(−x)dx =

∫
T
f(x)dx, 
�� �� �
������
�� |−S| = |S|  �� S ⊂ T, WP�N�LX

7���� −S = {x ∈ T : ∃s ∈ S ���� x+ s = 0}� /� ���� �����#�� T �� �
���� ���������� 7���� ��
������ �� 
���+ Z"JNL� ;������ O�NN[�

V� ������ ��� ���������� � 
�� ������� � R
d 7���� 
�� ��� ����+ �������� � �
�
����� r �+

Pr(Rd)�

��/������ �0�0�0 V� ����� ��� ����� 	������" �� Pr(Rd) 
� ��� 7�
8��� �������+ ���� ��
�
���  ������� fϕ : Pr(Rd) → R ������ �+ fϕ(P ) =

∑
p∈P

ϕ(P ) �� ����������  �� ����+ ϕ �� Cc(Rd)�

;��� �������+ �
� �� ���� 
� �����
��� �+ ��� ������ ����� �+

d(P,P ′) := min
{

1
2
, inf
ε>0

{
P ∩B 1

ε
(m) ⊂ (P ′)ε 
�� P ′ ∩B 1

ε
(m) ⊂ (P )ε

}}
, WP�N�OX

 �� ���� �#�� m ∈ R
d� 7���� Ba(x) �� ��� �
�� � �
���� a 
����� x ∈ R

d� /� ��� ������ � 
WP�N�OX 7� ��� ��� ���
���� (A)ε := {m′ ∈ R

d : dist(m′, A) ≤ ε}  �� ��� 	���H��� ������� � 

��� A ⊂ R

d�

;�� ��� Pr(Rd) �� 
 ����
�� ��
�� 7��� ������� �� ��� �
��� �������+ W��� Z"JNL� %����������
L�M[X

��/������ �0�0�0 ��� D ⊂ R
d 
 *����� ���� 7� ����� ��� ������ R

d2����� 
�

XD := {x+D : x ∈ Rd} ⊂ Pr(Rd), WP�N�QX

7���� x + D := {x + γ : γ ∈ D} 
�� ��� ������� �� �
8�� 7��� ������� �� ��� �
��� �������+�
/� �
������
�� ��� ����� XD �� ����
�� 7��� ������� �� ���� �������+� V� ������ 
� 
�����
�+
������� � XD �+ P �

RQ
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;�� ������� ��
���
���� 
����� αXD
�� XD�

αXD
:T ×XD → XD WP�N�PX

α(x, P ) = x+ P  �� P ∈ XD, WP�N�MX

�� ����������� ;�� ������ ���������� � XD� ��� ����� R
d 
�� ��� 
����� αXD

����������� 

����
�� �+�
���
� �+�����

?�7� �������� 
 0�������
���
��� ������ A ⊂ R 
� ������ 
���� � ��� 
 ���
�����+ ��������
����� ��� P ∈ Pr(Rd)� 7� ��������� ��� ������� ��
��

ΩP :=
⊗
p∈P

A, WP�N�TX

� ��� �������� ������ ��
��<
����� ω = (ωp)p∈P � 7���� ωp ∈ A  �� 
�� p ∈ P � *���� ��� �
�����+
�������� ����� ��� Pω 7��� ������ ��
��<
���� ω ∈ ΩP 
�

Pω := {(p, ωp) : p ∈ P,ω ∈ ΩP}, WP�N�RX

��������� �� ��� �������� �����

X̂D := {Pω : P ∈ XD, ω ∈ ΩP} = {x+Dω : x ∈ Rd}, WP�N�SX

� 
 *����� ��� D ∈ Pr(Rd)� ;�� ���� ���
���+ �� ��� ������ �� ������ �� Z"JNL� (���
 O�M[�
;�� ������� ��
�� R̂

d := R
d × A �������� 7��� ��� ������� �������+ �� 
 �
�� ��
��  �� X̂D�

;�� ������� ���������� ��
���
���� α̂ : T × R̂
d → R̂

d 
��� �� X̂D 
� x+Pω = (x+P )τx(ω) 7����
τx(ω) �� ������ �+

τx :
ΩP → Ωx+P

(ωp)p∈P 
→ (ωp)x+p∈x+P
. WP�N�NKX

;��� ��
�� ��
� ��� ������ ωp �� ��
���
��� 
���� 7��� p� ������������ ��� ������� �� ��� ������
� WP�N�SX �� �
8�� 7��� ������� �� ��� �
��� �������+ �� ��� ��
�� � ���
�����+ �������� ��������
����� ���� Cr(Rd) := {Pω : P ∈ Pr(Rd), ω ∈ ΩP}� ;��� �� ��� ��
����� �������+ ���� ��
�  ��
����+  ������� ϕ ∈ Cc(R̂d) ��� �
� Cr(Rd) 	 Pω 
→

∑
p∈P ϕ(p, ωp) �� �����������

;�� 
���� ������ ��
���
���� � 
 �������� ����� ��� �� 
 ���������� �
� �� Cr(Rd) Z"JNL�
(���
 O�M[� 
�� ��� �������� ����� X̂D �� ����
�� �� ��� �
��� �������+  �� ����+ (r,R)�*�����
��� D ⊂ R

d Z"JNL� %���� O�P[� V� ���� ��
� ��� ������ ���������� � X̂D� ��� ����� R
d 
��

��� ���������� ��
���
���� 
����� �� X̂D �� 
 ����
�� ���������
� �+�
���
� �+����� ����� 
�+
����� ��� P � ��� A �� ��� 0���� σ�
�����
 �� A 
�� ��� P �� ��� 0���� ����
�����+ ��
���� ��
(A,A)� V� �������� ��� ������� ��
����

PP :=
⊗
p∈P

P WP�N�NNX


����� �� (ΩP ,AP )� 7���� AP �� ��� ������� 0���� σ�
�����
 �� ΩP � /�  ����7�  ��� Z"JNL�
(���
 O�S W�X[ ��
� ���  
���+ (PP )P∈XD

�
������ ��� ����������U

�� R
d� ����������U Px+P = PP ⊗ τ−1

x  �� 
�� x ∈ R
d 
�� 
�� P ∈ XD�

��� ���������� �	 � �
	����U ;���� �#���� 
 ������ ρ > 0 ���� ��
�  �� ����+ P ∈ XD 
��
����+ B1, B2 ⊂ M 7��� dist(B1, B2) > ρ ��� ���
� σ�
�����
� AP |B1 ,AP |B2 
�� ��������
�����

RP
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���� �����	�����	" U ��� ����+ ����������  ������� f �� X̂P ��� ������ 
���
�� Ef : XD → R�

Ef (P ) :=
∫

ΩP

f(Pω)dPP (ω) WP�N�NLX

�� 
 ��
���
��� ����������  ������� �� XD�

4� �����
���� �������� � ��������+ ����
�� ������� (ΛL)L∈N � R
d ���� ��
� ∪LΛL = R

d

�� �
���� 
 8N���� �������� � �  �� ����+ ����
�� K ⊂ R
d 7� �
��

lim
L→∞

∣∣δKΛL

∣∣
|ΛL|

= 0 WP�N�NOX

7���� δK �� ��� �+������� ��G������ � ΛL�

δK := (K + Λ) \ Λ ∪ (K + Λ)c \ Λc, 7��� Ac = R
d \A, WP�N�NQX


�� K + ΛL = {k + x : k ∈ K 
�� x ∈ ΛL}� "�������� �� �� �
���� 	������ � ����� �#���� 

�����
�� C ≥ 1 ���� ��
�  �� 
�� L ∈ N 7� �
��∣∣∣∣∣

L−1⋂
k=1

ΛL − Λk

∣∣∣∣∣ ≤ C |ΛL| . WP�N�NPX

/� ���  ����7��� 7� �������� 
 �������� � ���������� ����� Λz,L � ���������� L �������� ��
z ∈ R

d� ��
� �#�
���� R
d 7��� L ����� �� ������+� ;��� ��������� ���� �� ����� ��� ������

������ �������� � &
�������
�� �� ��� �������� ��
������ �� 
 �������� �e���� ��������� ���
z = 0� 7� �����+ 7���� ΛL�

4����H P�N�Q� /� ��� �����
���� � *����� �+�
���
� �+������ ���������� 
�� � ��� �#������� ��
����� � ��� '��� ���������� 7���� �� 
 �������+ ���� ����������� ������� V��� ��� ������ � 
��� �
�� ��
�� 
�� ��� ���������
� ����� 
����� �� ��� ��� �������� � ����� (ΛL)L∈N �� ���� 

�������� �e���� 
�� 
 �������� �
� &��� ���������

0� ��� 7� ��
�� ��� ������� � ��� ������� ������� Z"JNL� ;��� O�NN[ ��
� 7� ���� �� ���
�������� 7� ���
�8 ��
� �� ����+ ����
�� ���������
� �+�
���
� �+���� ����� �#���� 
� �������
0���� ����
�����+ ��
����� � � ZV
�RL� ������� M�L[� / ���� ��
���� �� ������� ���� ��� �+�
���
�
�+���� �� �
���� �������" �������

"��	�� �0�0�0 5�	 D ⊂ R
d �� � ������ 
�	 �� ��	 µ �� �� ������ %���� ���������	" ���
���

�� XD� ���� 	���� � �
	
 �� ������ ���������	" ���
��� µ̂ �� X̂D/ F���� �
 �������" �	������
�" µ/ 
��� 	��	 	�� �����F��� ���
�

!�# 8�� ����" f ∈ 51(X̂D, µ̂) F� ����

∫
X̂D

f(Pω) dµ̂(Pω) =
∫

XD

(∫
ΩP

f(Pω) dPP (ω)
)
dµ(P ). WP�N�NMX

!��# 8�� ����" f ∈ 51(X̂D, µ̂) 	�� ����	

lim
L→∞

1
Ld

∫
ΛL

f(x+ P̃ ω̃) dx =
∫

X̂D

f(Pω) dµ̂(Pω) WP�N�NTX

� �
	
 ��� µ̂����� P̃ ω̃ ∈ X̂D� G�������/ �� XD �
 ���� �������" ������ �� �� f �
 ���	�����
/
	��� 	�� ����	 WP�N�NTX � �
	
  �� ����+ P̃ ∈ XD �� ��� PP̃ ����� ω̃ ∈ ΩP̃ �

RM
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;�� ������� ������� 7��� �� ���� ��� �� �� ��� �������+ ������� ����
���� 
��  �� ����������
f � /� ���� �
�� ��� ����� �� WP�N�NTX �#����  �� P̃ = D� ��� *����� ��� 7� ��
���� 7���� 
��  ��
PD�
��� ω̃ ∈ ΩD�

;�� ���
���� ���7��� ��� ��������� ���������� � D 
�� ��� ������� ���������� � XD �
� ����
7����+ ������� �� ��� �����
���� W��� Z"JNL� ������� L�O[� Z(%KO[X� ;� �������
�� ��� ����������

 *����� ��� �
� �� �
��� + �� ����� �� ���
�� ��� �����
� ������  ��� ;������ P�N�P� 7� ���
��
���� �����
�� �������  ��� ��� �����+ � *����� �+�
���
� �+����� W**�XU

��/������ �0�0 0 �X ����� 
 *����� ��� D ∈ Pr(Rd)� 
�+ ����� ������ Q ⊂ D �� �
���� 

��		��� � D� ��� ����
�� ������ A ⊂ R

d ���� ��
� Q = A ∩D �� �
���� ��� ������� � 
Q� 
�� Q �� 
��� �
���� 
� A��
������ ;7� ���� A,A′ ⊂ R

d W����� �7� �
������ Q,Q′X 
��
�
���� ���������	 � ����� �#���� x ∈ R

d ���� ��
� x+A = A′ W����� x+Q = Q′X�

��X V� �
+ D �� � $��	� ����� ������ �	" �  �� ����+ ����
�� ��� A ⊂ R
d� ����� �#���� 
 �����

���������� � �
������� ������� �+ F � ���� ��
� ����+ �
����� � D 7��� ������� �����
����
�� A� �� �����
���� �� ���� �
����� �� F � ;�
� ���  �� 
�+ ����� ����
�� ��� A ⊂ R

d� �����

�� ������+ �
�+ A��
������ �� D�

���X 4 *����� ���D � ����� ���
� ������#��+ �� �
���� �������" ����	�	��� � ����� �#���� 
 �����
��
C ���� ��
�  �� 
�� R > 0� ��� �
�� � �
���� CR �� D� BCR ∩D� ����
��� ����+ ��������
BR��
������

��X (�� (ΛL)L∈N �� 
 �������� � ���������� ����� � ���������� L �� R
d� V� ����� ��� ��		���

��������" � Q �� D 
� ���  ����7��� ������ � �� �#�����

η(Q) := lim
L→∞

�{Q̃ ⊂ D : ∃x ∈ (−ΛL) ���� x+Q = Q̃}
|ΛL|

, WP�N�NRX

��
� ��� ��� ������ � �����
���� �
������ � Q �� D ��� ������ ��������� W�� �� 8��7� ��
�
�� ��
����+ �� 
�7
+� �������� �� ��� �������� �� �� 8��7 7������ ��� ���
���+ lim inf =
lim sup ����� Z"JNL� (���
 L�LP[X�

�X V� �
+ ��
� D �
� ������� ��		��� ��������" �  �� 
�+ �
����� Q ⊂ D ��� ��������

ηx,L(Q)
|ΛL|

:=
�{Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ (x+ ΛL) ���� y + Q̃ = Q}

|ΛL|
WP�N�NSX

��������� ��� ����+ 7��� ������� �� x ∈ T � 7��� L ���� �� ������+� "�������� 7� �
+ ��
�
D �
� 
 
	���	 ��� ��� �
�����  �������+ � ���� ����� �� �������+ ���������

/ D �� � ����� ���
� ������#��+ 
�� �
� ��� ��� �
�����  ����������� ���� XD �� �������+
������� Z"JNL� %���������� L�OL[� �� 7� �
�� ���  ����7��� ������
�+

��	���
	) �0�0�0 5�	 D �� � ������ 
�	 �� $��	� ����� ������ �	" �� F�	� 	�� ������	" �� �������
��		�� ����������
� �� 	�� ����	��� f �� ������� M���M �
 ���	�����
/ 	�� ����	 �� WP�N�NTX � �
	

��� ����" P ∈ XD �� ��� ���� ω ∈ ΩP �

4����H P�N�R� /� �
������
�� 7��� ��� ������ � M = T = R
d 
�� α� � D �� �������" ����	�	����

���� �� �
� 
	���	 ��� ��� �
�����  ���������� Z(%KO� ;������ M�N[� 
�� ��� �������� .�����
�+
����� �

RT
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/�� 1�������� �� ��� �)2 ��� ��� )�����*�������� �����

����� 
 �������� *����� ��� Cr(Rd)� �������� ��� &
�������
�

HDω = H0 + VDω �� (2(Rd), WP�L�NX

;�� �
�8������ ����
��� �� ������ H0 = −∆ ��� � d = 2� 7� 
��� 
���7  �� ��� (
��
� &
������
��
� 7��� �����
�� �
������ ���� B > 0 ������ �+

H0 = (−i∇− A)2 7��� A =
B

2
(x2,−x1). WP�L�LX

;�� �
���� �������
� VDω �� ������ �+

VDω =
∑
γ∈D

ωγu(x− γ), WP�L�OX

7���� (ωγ)γ∈D 
�� ����������� �������
��+ ����������� �
���� �
��
���� � ������ ����
�����+
������������ ρ 7��� suppρ = [0,M ]�  �� ���� �#�� M > 0� ;�� ����������� �������
� �
������
�������+ W�NX WQ�N�LX� ;���� HDω �
� �� ���� 
� 
  ������� � 
 �
�����+ �������� *����� ���
Dω ∈ X̂D 7��� ������ ��
�� A = [0,M ]� �� ��� �����#� � ������� P�N�

V� 7���� PE(HDω) := χ(−∞,E](HDω)  �� ��� ������
� ���!������ 
�����
��� �� HDω �� ��� ���
����
� (−∞, E] ⊂ R� 7���� E ∈ R� ����� HDω �� ��7�� ����2�������� PE(HDω) = χ[E0,E](HDω)
7���� E0 = inf σ(HDω) ≥ 0� "��� �����
��+� �������� 
 ���������� 
�� ����
���+ ���������
 ������� F ∈ Cc(R)� ��� ��� ������� � H0 
�� ��� ��
�
� �
���� �������
� VDω � ��� ����
���
F (HDω)χΛz,L

�� ��
�� ��
��  �� ����+ z ∈ R
d 
�� L > 0� 7���� χΛz,L

��
���  �� ��� ��
�
���������
 ������� � ��� ���� Λz,L� "�������� ��  ����7�  ��� Z0�("KQ� ;��� N�NQW�X[ ��
� ���� ����
���
�
� 
 ������� ���������� ������
� 8����� f(HDω) ∈ C(Rd ×R

d)∩L∞(Rd ×R
d)  �� 
����� ����+

ω ∈ Ω � /�� ��
�� �� ����� �+

tr
(
F (HDω)χΛz,L

)
=
∫

Λz,L

f(HDω)(x, x) dx, WP�L�QX

7����  ����7� ����  ��� Z0�("KQ� .��� N�NM 
�� N�NR[�

V� �
+ ��
� 
 *����� ��� D ⊂ R
d �� �������+ �������� � ��� 
�����
��� �+�
���
� �+���� XD

�
� ���� �������+�

"��	�� �0�0�0 8� F ∈ Cc(R) �� ���
��� � �������" ������ ������ 
�	 D ⊂ R
d� ����

	���� � �
	
 � ���
������ 
��
�	 Ω̃D ⊆ ΩD !������� �� F # �� ���� ���������	"/ PD(Ω̃D) = 1/

��� 	��	 ��� ����" ω̃ ∈ Ω̃D �� ����" z ∈ R

d 	�� ����	

lim
L→∞

1
Ld

tr
(
F (HDω̃)χΛz,L

)
=
∫

X̂D

f(HP ω)(0, 0) dµ̂(Pω)

=
∫

XD

(∫
ΩP

f(HP ω)(0, 0) dPP (ω)
)
dµ(P ) WP�L�PX

� �
	
 �� �
 ��������	 �� ω̃ ∈ Ω̃D �� z ∈ R
d� '���/ µ �
 	�� ������ ������ ���
��� �� 	��

������	 ��������� ����	 XD �� µ̂ �
 ����� �" ������� M���M�

RR
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	���� �� 	�� ��+ ��� 	�� �����������
�� ����

)����� (�� {Ua} �� ���  
���+ � ����
�+ ����
���� �� (2(Rd) 
�����
��� �� ��
���
����� �+
a ∈ R

d� ��
� ��� Uaψ := ψ(· − a)  �� ����+ ψ ∈ L2(Rd)� W/� ��� �
�� � �= 0 7� ��� �
������
��
���
������X J��
����� ��� ��� �� �� ��� ����
�����+ ��
�� WP�N�NKX� 7� ���

UaHDωU∗
a = H(a+D)τa(ω) = Ha+Dω , WP�L�MX


�� ���� F (Ha+Dω) = UaF (HDω)U∗
a � /� ����� ���� �������

f(Ha+Dω) = f(HDω)(· − a, · − a) WP�L�TX

 �� ��� ������
� 8������� 
�� �� �
������
� f(HDω)(x, x) = f(H−x+Dω)(0, 0)  �� ����+ x ∈ R
d�

?�7 7� ����� ��� �
� X̂D 	 Pω 
→ Φ(Pω) := f(HP ω)(0, 0)� V� ��������  ��� WP�L�QX ��
�

tr
(
F (HDω)χΛz,L

)
=
∫

Λ−z,L

Φ(x+Dω) dx. WP�L�RX

0+ (���
 P�L�L� ����7� ��� �
� Φ �� ����������� ;�� ��
��  �� �#�� z ∈ R
d ��7  ����7�  ���

;������ P�N�P�W��X� ;� �������� ��� ���� 7� ���� ��
� ��� ������ � z ∈ R
d ���� ��� 
G���

��� ����������� ���
��� ���  ������� R
d 	 x 
→ Φ(x + Dω) �� ������� 
�� ���
���  �� ����+

z, z′ ∈ R
d ��� (������� ������ � ��� �+������� ��G������ Λz,L �Λz′,L ���
��� ��8� O(Ld−1) 
�

L→ ∞�

3���
 �0�0�0 5�	 f(HP ω)(x, y) �� 	�� ���	�����
 ����� ��	����� H����� �

����	� 	� 	��
�����	�� F (HP ω)/ ��� F ∈ Cc(Rd)� ��� ��� Φ(Pω) : X̂D → R �$�� �" Φ(Pω) := f(HP ω)(0, 0)/
�
 ���	�����
 �� X̂D�

)����� 4� F �
������ ��� ��������� Z0�("KQ� 1�� N�LK[  �� ���� �����
��� γ, τ ∈]0,∞[ ���������
�� ‖F‖∞ 
�� suppF � 7� �
�� ��
� ��� 8����� f(HP ω)(0, 0)�  �� 
 �#�� Pω �� ����� �+ ���  �����


f(HP ω)(0, 0) = 〈kHPω

t (·, 0), e2tHPω F (HP ω)kHPω

t (·, 0)〉, WP�L�SX

 �� 
� 
�����
�+ t ∈]0, τ/2[� 7����

kHPω

t (·, 0) :=
e−|x|2/2t

(2πt)d/2

∫
µ0,t

x,0(db)e
−St(A,VPω ;b). WP�L�NKX

&��� St �� ��� 1������
� 
�����  �������
� ������ �� 4������# 4�Q� �������� 7��� 
 ���
�� � ���
 �
��7��8 � Z0�("KQ[�

;
8� 
� 
�����
�+ ������� Qω̃ ∈ X̂D� 
�� 
 �������� {Pω
n := (Pn)ωn}n∈N

⊂ X̂D ��
� ����
������ �� Qω̃ �� ��� ������� �������+ � X̂D� V����

Hn = H0 + VP ω
n
, H = H0 + VQω̃ . WP�L�NNX

?�7� ����� VP ω
n �
������ ��� �������� ���������� �� Z0�("KQ[� ��� ����+ �� n 
�� kH

t (·, 0) ∈
(∞

G (Rd) ⊂ (2
G(Rd) W��� Z0�("KQ� 1�� N�T[X� ���� W��� Z0�("KQ� ;������ N�NK[X�

kH
t (·, 0) ∈ D(e2tHn) ∀n, WP�L�NLX

RS



����	�� M� ��� ��+ ��� �����������
�� �����	��


7� ���� �
��� ����� ��� .
���+����7
��< �����
���+�

|f(Hn)(0, 0) − f(H)(0, 0)| ≤
∣∣∣〈kHn

t (·, 0), e2tHnF (Hn)
(
kHn

t (·, 0) − kH
t (·, 0)

)
〉
∣∣∣

+
∣∣∣〈kHn

t (·, 0),
(
e2tHnF (Hn) − e2tHF (H)

)
kHn

t (·, 0)〉
∣∣∣

≤ ‖kHn
t (·, 0)‖2 ‖e2tHnF (Hn)‖ ‖kHn

t (·, 0) − kH
t (·, 0)‖2

+ ‖kHn
t (·, 0)‖2 ‖

(
e2tHnF (Hn) − e2tHF (H)

)
kHn

t (·, 0)‖2 WP�L�NOX

/� ����� �� ���7 ��� ������ ����� �� 0 
� n ����� �� ������+� ���� ��
�

�� ���� WP�L�NKX 7� ��� ��
� � v−(Pω) := inf
x∈Rd

VP ω(x)� ���� 7� �
�� ��� �����

∣∣∣kHn
t (x, 0)

∣∣∣ ≤ e−|x|2/2t

(2πt)d/2
et|v−(P ω)|. WP�L�NQX

/� ��� �
��� v−(Pω
n) = 0 ��� ����+ �� n� 
�� ����� ��� ‖kHn

t (·, 0)‖2 <∞�  �� 
�� n ∈ N�

��� ;�� ����
��� e2tHnF (Hn) �� �������  �� 
�� n ∈ N� ����� F �
� ����
�� ��������

���� ;��  
�� ��
� ‖
(
e2tHnF (Hn) − e2tHF (H)

)
kHn

t (·, 0)‖2 → 0 
� n ���� �� ������+ �����  ���
��� ����������� � ����� ����
���� �� ��� ������ ��������� ������

/� ���
��� �� ���7 ��
� e2tHnF (Hn) → e2tHF (H) �� ��� ������ ��������� ����� 
�� ��
�
‖kHn

t (·, 0) − kH
t (·, 0)‖2 ����� �� <��� 
� n→ ∞�

#�	��( �����6��� ���6�	(���� �� e2tHnF (Hn)0

����� e2txF (x) �� 
 ������� 
�� ����������  ������� �� R� �+ ZJ�/� ;������ 9///�LK[ �� ��
������ �� ����� ��
� Hn ��������� �� H �� ��� ������ ��������� ������ ��
� ���

lim
n→∞ ‖ (RHn(z) −RH(z))ϕ‖ = 0, ∀ϕ ∈ (2(Rd), /�z �= 0, WP�L�NPX

0+ ZJ�/� ;������ 9///�NS[� �� �� ��a����� �� ����� ����  �� 
 �#�� z ∈ C 7��� /�z �= 0 
��
 �� ϕ ∈ C∞

c (Rd)� ����� C∞
c (Rd) �� ����� �� (2(Rd)� 
�� �������� ��
� 
�� ����
���� RHn(z) 
��

������� �+ 1/ |/�z|�

.������� 
  ������� ϕ ∈ C∞
c (Rd)� ���� ����� �#���� n0 ∈ N ���� ��
� suppϕ ⊂ Bn0 
��

χBn0
ϕ = ϕ� 7���� χBn0

�� ��� ��
�
���������  ������� � ��� �
�� Bn0 ⊂ R
d W����� ����� �������


�� ��� ��� 7��� ������� �� ��� ������ � ��� �
��� 7� ���� ��  ��� ��� ���
����X� ;
8� ���
�������� Pω

n 
����#��
���� Qω̃� ���� ��
�

����X̂D
(Pω

n, Q
ω̃) <

1
n
, ∀n ≥ n0. WP�L�NMX

SK
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�� ����

V� ���� �
��� �
8��� m = n+ n0�  �� ���� n ∈ N�

‖ (RHm(z) −RH(z))ϕ‖ ≤ 1
|/�z|‖

(
VQω̃ − VP ω

m

)
RH(z)ϕ‖ WP�L�NTX

=
1

|/�z|‖
(
VQω̃ − VP ω

m

) (
χBm + χBc

m

)
RH(z)Bn0ϕ‖ WP�L�NRX

≤ 1
|/�z|2

‖
(
VQω̃ − VP ω

m

)
χBm‖∞+ WP�L�NSX

1
|/�z|‖

(
VQω̃ − VP ω

m

)
χBc

m
RH(z)Bn0ϕ‖. WP�L�LKX

;� �����
�� ��� ���� ���� �� WP�L�LKX� ������ ��
� WP�L�NMX 7��� ����X̂D
= max{����XD

,����A}
�������

����XD
(Pω

m, Q
ω̃) <

1
m


�� ����A(ωm, ω̃) <
1
m
, WP�L�LNX

7���� A = [0,M ] �� ��� ������ ��
��� 
�� max{‖ωm‖∞, ‖ω‖∞} ≤M � ;���� ����

‖
(
VQω̃ − VP ω

m

)
χBm‖∞ = ‖

∑
γ∈Q∩Bm

ω̃γu(x− γ) −
∑

j∈Pm∩Bm

ωm,ju(x− j)‖∞ WP�L�LLX

≤ ‖
∑

γ∈Q∩Bm

(ω̃γ − ωm,j)u(x− γ)‖∞+ WP�L�LOX

‖
∑

γ∈P∩Bm

ωm,j(u(x− γ) − u(x− j))‖∞ WP�L�LQX

≤ 1
m

+M sup
j∈(Q)1/m∩Bm

γ∈(Pm)1/m∩Bm

|u(x− γ) − u(x− j)| , WP�L�LPX

7���� 7� ���� ��� ��������� � ����XD

�� ��
� ‖

∑
γ

u(· − γ)‖∞ ≤ 1� / 7� 
����� ��
� u ��

���������� �� ���� ������������ � ��� ������� ��� ������ ���� �� ��� ������ � WP�L�OLX 7���
���
+ 
� C/m�

4�  �� ��� ������ ���� �� ��� ����� � WP�L�LKX� ��� .������;���
� �����
�� +�����

1
|/�z| ‖

(
VQω̃ − VP ω

m

)
χBc

m
RH(z)Bn0ϕ‖ ≤ 2M

|/�z| |z|e
−c2

√
|��z|n. WP�L�LMX

J���
���� WP�L�OLX 
�� WP�L�LMX �� WP�L�LKX 
�� �
8��� n W
�� ����� ��� mX→ ∞� 
�� ���
�����
��
� ���� �
� �� ����  �� ����+ n0� 7� ���
��

lim
n→∞ ‖ (RHn(z) −RH(z))ϕ‖ = 0, ∀ϕ ∈ C∞

c (Rd), /�z �= 0. WP�L�LTX

L2+���6�	(���� �� kHn
t (·, 0)0

‖kHn
t (·, 0) − kH

t (·, 0)‖2 =
∫

Rd

∣∣∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣∣∣2 dx WP�L�LRX

SN
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�� �����	��


6���� ��� �#�������� WP�L�NKX 7� �
��

∣∣∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣∣∣ ≤ e−|x|2/(2t)

(2πt)d/2

∫
µ0,t

x,0(db)
∣∣∣e−St(A,VPω

n
;b) − e−St(A,V

Qω̃ ;b)
∣∣∣

≤ e−|x|2/(2t)

(2πt)d/2

∫
µ0,t

x,0(db)
∣∣∣e−St(0,VPω

n
;b) − e−St(0,V

Qω̃ ;b)
∣∣∣ . WP�L�LSX

?�7 7� ��� ��� �����
���+ |ez − ez
′ | ≤ |z − z′| emax{z,z′}  �� 
�� z, z′ ∈ R ���� ���  
�� ��
�

max{‖VP ω
n
‖∞, ‖VQω̃‖∞} ≤M � 
�� ���
���

∫
µ0,t

x,0(db)
∣∣∣e−St(0,VPω

n
;b) − e−St(0,V

Qω̃ ;b)
∣∣∣ ≤ ∫ µ0,t

x,0(db)
∣∣St(0, VP ω

n
; b) − St(0, VQω̃ ; b)eMt

∣∣
= eMt

∫
µ0,t

x,0(db)
∣∣St(0, VP ω

n
− VQω̃ ; b)

∣∣
≤ eMt

∫
µ0,t

x,0(db)
∣∣St(0,

(
VP ω

n
− VQω̃

)
Θ(n− |x|); b)

∣∣
+ eMt

∫
µ0,t

x,0(db)
∣∣St(0,

(
VP ω

n
− VQω̃

)
Θ(|x| − n); b)

∣∣ ,
WP�L�OKX

7���� 7� ���� ��� &�
������  ������� ���
����  ��� Z0�("KQ[� ?��� ��
�  �� n ��� ������ 7�
�
�� W��� WP�L�LLXX

‖
(
VP ω

n
− VQω̃

)
Θ(n− |x|)‖∞ ≤ 1

n
. WP�L�ONX

;��� ��� ���� ���� �� ��� ������ � WP�L�OKX �� ������� �+∫
µ0,t

x,0(db)
∣∣St(0,

(
VP ω

n
− VQω̃

)
Θ(n− |x|); b)

∣∣ ≤ t

n
. WP�L�OLX

4�  �� ��� ������ ���� �� ��� ������ � WP�L�OKX� ��� ���� �� �����
� �� ��
� � Z0�("KQ� (���


L�L[� H�� ���� Θ(|x| − n) = Θ(
∣∣x
n

∣∣ − 1) ≤ |x|2
n2 �������� 7��� ��� ����������� � ���� VP ω

n

��

VQω̃ �� �������� ��
�

∫
µ0,t

x,0(db)
∣∣St(0,

(
VP ω

n
− VQω̃

)
Θ(|x| − n); b)

∣∣ ≤ 2M
n2

∫
µ0,t

x,0(db)
∫ t

0
ds |b(s)|2 . WP�L�OOX

��
��
���<��� ��� 0��7��
� ������ 
�������� �� b(s) = t1/2b̃(s/t)+x−xs/t� 7� ��� ��
� ������	�
������� +�����

2M
n2

∫
µ0,t

x,0(db̃)
∫ t

0
ds |b(s)|2 ≤ 2M

n2

∫ 1

0
du

∫
µ0,1

0,0(db̃)|t1/2b̃(u) + x− xu|2 WP�L�OQX

≤ 4Mt

n2

∫ 1

0
du

∫
µ0,1

0,0(db̃)
(
t|b̃(u)|2 + |x|2(1 + u2)

)
WP�L�OPX

≤ 4Mt

n2

(
t

∫ 1

0
du

∫
µ0,1

0,0(db̃)|b̃(u)|2
)

+
16Mt

3n2
|x|2. WP�L�OMX

WP�L�OTX

SL
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�� ����

/� ��� �
�� �����
���+� �+ 7������ |b̃(u)|2 =
∑

1≤j≤d

|b̃j(u)|2� ��� ���� ���� �
� �� ������� �+ d t

����� ��� �
��
��� � ��� ���������� b̃j(u)� 0 ≤ j ≤ d� 7���� �� ������� �+ t  �� 
�� j W���
4������# 4�QX�

J��
����� t ∈]0, τ/2[� 7� �
�� ���  ����7��� ������∫
µ0,t

x,0(db)
∣∣St(0,

(
VP ω

n
− VQω̃

)
Θ(|x| − n); b)

∣∣ ≤ C(M, τ)
n2

(1 + |x|2), WP�L�ORX

 �� ���� �����
�� C(M, τ) ��������� �� M 
�� τ � %������� ���� �������� 7��� WP�L�OLX ����
WP�L�OKX ������  �� WP�L�LSX�

∣∣∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣∣∣ ≤ e−|x|2/(2t)

(2πt)d/2

C ′(M, τ)
n

(1 + |x|2), ∀t ∈]0, τ/2[ WP�L�OSX

∣∣∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣∣∣2 ≤ e−|x|2/t

(2πt)d
C ′(M, τ)2

n2
(1 + |x|2)2, WP�L�QKX

 �� ���� �����
�� C ′(M, τ) ��������� �� M 
�� τ � ����� ��� ������ �� �� (2(Rd)� 7� �
��
��
�  �� �#�� t 
�� n�

‖kHn
t (·, 0) − kH

t (·, 0)‖2
2 =

∫
Rd

∣∣∣kHn
t (x, 0) − kH

t (x, 0)
∣∣∣2 dx ≤ C ′′(M, τ, t)2

n2
, WP�L�QNX

 �� ���� �����
�� C ′′(M, τ, t) ��������� �� M, τ 
�� t� ;
8��� ��� ����� 7��� n ���� �� ������+
����� ��� ������� �������

;�� ����������� � ���  �������� kHn
t (·, 0) �� (2(Rd) ���� ��� ����������� � ����
����

e2tHnF (Hn) �� ��� ������ ��������� ����� �� WP�L�NOX ������� ��
�

lim
n→∞ |f(Hn)(0, 0) − f(H)(0, 0)| = 0, WP�L�QLX

��
� ��� ��� 8����� f(HP ω)(0, 0) �� ���������� �� X̂D�

0��
��� � ��� �����
���+ � VDω �  �� z ∈ R
d 
�� L > 0� ��� �#��������

1
Ld

trF (HDω)χΛz,L
WP�L�QOX

�� 
 7��� ������ ���������� �������� ����
�  �������
� �� Cc(R)� ��� ���� Z&KR� ������� L�Q�L[� 0+
��� J���< ���������
���� �������� �� ������ 
 ��
���� ��
� 7� ������ �+ nDω

z,L�

∫
R

F (λ)dnDω

z,L =
1
Ld

trF (HDω)χΛz,L
. WP�L�QQX

��/������ �0�0�0 ��� z ∈ R
d� L > 0� E ∈ R 
�� Dω 
 �������� *����� ��� 7� ����� ���

$��	�������� ��	����	� ��
�	" �� 
	�	�


νDω

z,L(E) =
1
Ld

tr
(
PE(HDω)χΛz,L

)
. WP�L�QPX

SO
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?��� ��
� νDω

z,L(E)� 
��� �
���� ��� $��	�������� ���������� ����	��� ����	���� ����������� ��
��� ������������  ������� � ��� ��
���� nDω

z,L� �+ ��� ���
���� nDω

z,L((∞, E]) = νDω

z,L (E)� V���
����� �� �� ��
��  �� ��� ������ 7� ���� Dω  ��� ��� ���
�����

V� �
�� ���  ����7���

"��	�� �0�0�0 5�	 D �� � �������" ������ ������ 
�	� ��� ����	 �� 	�� $��	�������� ��	����	�
��
�	" �� 
	�	�
 νDω

z,L(E) � �
	
 ��� PD����� ω ∈ ΩD �� ��� ��� E ∈ R � ���	 �	 ��
	 ����	���"
���"� ��� ����	 �
 ����� 	�� ������
��� ������+ � ��
��� �� �
 ����� �"

ν(E) =
∫

X̂D

pE(HDω)(0, 0) dµ̂(Dω) WP�L�QMX

)����� ;������ P�N�P ������� ��
�  �� 
�+ F ∈ Cc(R)� f(HDω) ��� ������
� 8����� 
�����
��� ��
��� ����
��� F (HDω)� 
�� ����+ z ∈ R

d 7� �
��

lim
L→∞

∫
R

F (λ)dnDω

z,L =
∫

R

f(HDω)(0, 0) dµ̂(Dω). WP�L�QTX

 �� ����+ ω̃ �� 
 ��� �  ��� PD�����
�����+ Ω̃F
D ��
� ����� ������ �� F � ;�� ������ � WP�L�QTX

������ 
 ��
���� n ���� ��
� ∫
R

F (λ)dn = lim
L→∞

∫
R

F (λ)dnDω

z,L, WP�L�QRX

 �� ����+ ω̃ ∈ Ω̃F
D� /� ���
��� �� ���7 ��
� ���� ����� �� 
 ��� �  ��� PD�����
�����+ ��������	�"

� F ∈ Cc(R)�

;
8� 
 ����� ������ C0 �� Cc(R) �� ��� ��� ��� �������+ W7���� �� �������� ����� Cc(R) ��
���
�
���X� 
�� �
8�

Ω0 =
⋂

F∈C0

ΩF
D. WP�L�QSX

����� ���� �� 
 �����
��� ������������ � ���� �  ��� ��
����� Ω0 �� 
 ��� �  ��� ��
���� �� ΩD�
V� �
�� ��
� WP�L�QRX �����  �� ����+ ������� �� C0� ?�7� �
8� 
�+ F ∈ Cc(R) 
�� 
 ��������
(Fm)m∈N �� C0 ���� ��
� Fm → F �� ��� ��� ��� ����� (�� �� ������ �+ n(F )� nω,L(F ) ���
������
� � F 7��� ������� �� ��� ��
���� n 
�� nDω

z,L �����������+� 0+ 
����� 
�� �����
�����
����� 7� �
� ���7 ��
��  �� ����+ ω ∈ Ω0�

|nω,L(F ) − n(F )| ≤ |nω,L(F ) − nω,L(Fm)| + |nω,L(Fm) − n(Fm)| + |n(Fm) − n(F )| . WP�L�PKX

?�7� ���� tr (F (HDω)χΛ) 
�� µ̂(f(HDω)(0, 0)) 
�� ����������  �������� �� F � /������  �� ���
 ������ ��� ���� Z&KR[� 
�  �� ��� �
����� �� ����� �+ ��� ������
� ���� 
 ��
�� � ��
���� 1 ��
WP�L�NKX� 7���� ��� ������
� ������� �� ����������� ;
8��� ��� ����� 
� m ���� �� ∞ 7� ��� ��
�
��� ���� 
�� ����� ���� �� ��� ������ ���� �� 0� 
�  �� ��� ������ ����� 7� �
8� L→ ∞ 
�� ���
;������ P�N�P�

;���� 7� �
�� ���7� ��
� ��� ��
���� nDω

z,L ��������� �
����+ �� n  �� PD�
��� ω ∈ ΩD�

����� HDω �� 
 ��7�� ������������ ����
���� ��� �������� � nDω

z,L 
�� ��� ����+ �������
����7� 
�� ��

lim
E→−∞

lim
L→∞

nDω

z,L((−∞, E]) = 0 WP�L�PNX

SQ
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	���� �� 	�� ��+ ��� 	�� �����������
�� ����

����� �+ 
 �������
  �� ����������� � ������������  �������� � ��
����� Z&("VKN� %����������
Q�O[�  �� 
�� E ∈ R� �#���� 
� ���� �����
��+ �
�+� 7� �
��

lim
L→∞

νDω

z,L (E) = lim
L→∞

nDω

z,L((−∞, E]) = n((−∞, E]) = ν(E). WP�L�PLX

;��� ���7� ��
� ��� ������������  ������� � nDω

z,L� ��
� ��� ��� ������������ ������
��� ������+ � 
��
��� ��������� �� ��� ������������  ������� � ��� ��
���� n� ��
� ���

ν(E) =
∫

X̂D

pE(HDω)(0, 0)dµ̂(Pω). WP�L�POX

V� �
�� n� ��� ��
�	" �� 
	�	�
 ���
��� W*H�X� V��� ;������ P�N�P 7� �
� ����� ����������
 �� n(E) ��
� ����  �� ��� *H� ��
���� �� ��� ������� �
��� 6���� 
 ��������� �� ��� ���������
� ��� ������ �
�� A� 7� �
��

"��	�� �0�0�0 5�	 D �� � ������ 
�	 F�	� $��	� ����� ������ �	"/ 
	���	 ������� ��		��� ����
�����" �� ��	 A �� � $��	� ������ 
����� 5�	 HDω �� �	
 �

����	� �����������
�� �����	��/
F���� 	�� 
������
�	� ���������	" ���
��� ��
 �� �	�� �� ���� ����	 �� A� 5�	 n �� �	
 ��
�	" ��

	�	�
 ���
���� ����/

supp n = σ(HDω), ∀ω ∈ ΩD, WP�L�PQX

F���� suppn �
 	�� 	���������� 
�����	 �� 	�� ���
��� n� �
 � ���
�������/ 	���� � �
	 
��
�	

Σpp,Σac,Σsc ⊂ R 
��� 	��	

σ•(HDω) = Σ•, ∀ω ∈ ΩD, WP�L�PPX

F���� • = pp, ac, sc.

)����� ;��� ������ 7
� ������ �� ��� �������� �
�� �� Z"JKT� (���
 M�O[� ;�� �
�� 
��������
 ����7 �� ��� ���������� �
�� �
8��� �
�� � 
����#��
���� ���  ������� χI(HDω) �������+ 
��
����� 
 ��a������+ ������ �����G  ������� �� ���
�� 
� ��������
� �������� � ����
���+ ����
������  ��������� ;� �������
�� 7���� ��� ��������� 
���������� �� D 
�� ������� 
��  �� ���
����������� � ��� ��
���� 7� �8���� ��� �
�� ����� � ��� ���� �

��# 
� ���� ������
� I ⊂ R� V� 
�� �� ���7 ��
� � ����� �#���� P ∈ XD 
�� ω ∈ ΩD ����
��
�  �� 
�+ z ∈ R

d� trχI(HDω)χΛz,L
> 0� ���� n(I) > 0� ����� D �� �������+ �������� ����

������� ��� �
�� ��
������  �� ����+ P ∈ XD 
�� PP �
��� ω ∈ ΩP � �� ��� �
�� ����� � ���� � 
Z"JKT� (���
 M�O[� ;�� �������� ��
������  ����7�  ��� ��� ��������� � n W��� 
��� Z"JKT�
(���
 M�O[X�

(�� E ∈ I �� �� ��� �������� � HP ω � ε := dist(E,R \ I) 
�� δ ∈ (0, ε
4 )� ;
8� ϕ ∈

J
� χ(E−δ,E+δ)(HP ω) �= ∅� ����

‖ (HP ω − E)ϕ‖ ≤ δ‖ϕ‖. WP�L�PMX

*���� ϕ̃ := hδ(x)ϕ(x)� 7���� h = hδ ∈ C∞
c (Rd) �� ���� ��
� hδ ≡ 1 �� ��� ���� ΛR ⊂ R

d � 
���������� R� 
�� max{‖∆hδ‖∞, 2‖∇hδ‖∞} < δ� V� �
��

‖ (HP ω − E) ϕ̃‖ ≤ 2δ‖ϕ̃‖. WP�L�PTX

SP
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(�� K ⊂ R
d �� ��� ��
����� ����
�� ��� ���� ��
� dist(Rd \ K, supp ϕ̃) > δu� 7���� δu �� ���

�
���� � 
 �
�� ����
����� ��� ������� � ��� ����������� �������
� u �� VP ω � ��� WQ�N�LX� *�����
�+ G0 := P ∩ K ��� �
����� �� P 
�����
��� 7��� K� 0��
��� � ��� ������ ��� ��� �
�����
 �������+ �������+� 7� 8��7 ��
� G0 �� ����
��� �� P ��������+ �
�+ ������ ��
� ��� 7� �
� ���

 �������� (vj)j∈N0 � j ∈ N0� vj ∈ R

d� v0 = 0� ���� ��
� Gj := P ∩ (K + vj) = G0 + vj� ���
�
�� Gj � ����� 
�� 
� ���� ������+ �
�+ �
������ Gj′ ��
� �����
� 7��� Gj � 0+ �������� ���
�����
����� ������ 7� �#��
�� 
 �����������  ��� (vj)� �
+ (vj′)  �� j ∈ N

′
0 ⊂ N0� ���� ��
� ���

�
������ (Gj′)j′ 
�� �
��7��� ���!����� *����� �+ η̃L(G0) ��� ������ � ��
���
��� ������ � G0

�� ΛL ��
� �� ��� �����
�� ��
� ��� η̃L(G0) = �{Gj′ ⊂ P : ∃vj′ ∈ ΛL ���� Gj′ = G0 + vj′}� V�
����� �
��

lim
L→∞

η̃L(G0)
|ΛL|

=: η > 0, WP�L�PRX

��� ��� �
8� � ���
����� �� ���  ����7��� 7� !��� 7���� j  �� j′ ∈ N
′
0� .������� ��� ��
���
���

 �������� ϕ̃j := ϕ̃(x − vj)�  �� j ∈ N
′
0� V� �
�� ��
� supp ϕ̃j ⊂ Kj := K + vj 
�� �
��7���

���!����� �� (ϕ̃j)j∈N′
0

�� 
� ��������
� ���������

J��
�� ��
� 7� �������� ������ �
���� �
��
���� 
�� 
 ����
���+ ��������� ����������� ���
�����
� �� ��� ��������� � ��� *�����24������� ����
���� "�������� �+ �+��������� ��� ������
��
�� A �� ������ 
�� ��� ����������� ����
�����+ ��
���� �
� 
� 
��� �� �
�� ����� � A� ����
P(a) > 0� ∀a ∈ A� ;����  �� ��� ��������� � ��� �
������ Gj 7� �
�� ��
� ��� ������

Aj := {ω̃ ∈ ΩP : ω̃p+vj = ωp, ∀p ∈ Gj}, WP�L�PSX

��
� ��������� 
 ���������� � ��� ��������� � G0 �� ��� �
����� Gj � 
�� 
�� ������������ 0��
���
� ��� R

d����
��
��� � ��� ����
�����+ ��
���� 
�� ��� 
��������� �� ��� ����������� ��
�����
PP (Aj) = PP (A0) > 0�  �� 
�� j ∈ N

′
0� 0+ ��� ������ �
7 � �
��� ������� 7� �
��

lim
L→∞

1
η̃L(G0)

∑
j∈N′

0
Kj⊂ΛL

χAj(ω̃) := PP (A0) > 0 WP�L�MKX

 �� PP �
��� ω ∈ ΩP �

?�7� �
8� 
  ������� F ∈ Cc(R) ���� ��
� suppF ⊂ I� F ≤ χI 
��

F |I(ε) = χI(ε),  �� I(ε) =
(
E − ε

2
, E +

ε

2

)
⊂ I. WP�L�MNX

V� ��� F 
�� ;������ P�N�P �� ���
�� 
 ��7�� ����� �� n(I)�

n(I) =
∫

R

χI dn ≥
∫

R

F dn = lim
L→∞

trF (HP ω)χΛL

|ΛL|
, WP�L�MLX

 �� PP �
��� ω ∈ ΩP � ?�7� �
8� ω̃ ∈ Ω0� 7���� Ω0 �� 
 ��� �  ��� ����
�����+  �� 7���� WP�L�MKX

�� WP�L�MLX ����� ;��� 7� �
� ������� 
� �� Z"JKT[ 
�� ���
�� 
 ��7�� �����  �� ��� ��
�� � 
F (HP ω)χΛL

�+ �#�
����� �� �� ��� ��������
� �������� (ϕ̃j)j � V� ���
���

SM
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	���� �� 	�� ��+ ��� 	�� �����������
�� ����

trF (HP ω)χΛL
≥

∑
j∈N′

0
Kj⊂ΛL

1
‖ϕ̃‖2

〈ϕ̃j , F (HP ω̃)ϕ̃j〉

≥
∑
j∈N′

0
Kj⊂ΛL

χAj (ω̃)
‖ϕ̃‖2

〈ϕ̃j , F (HP ω̃)ϕ̃j〉 WP�L�MOX

≥
∑
j∈N′

0
Kj⊂ΛL

χAj (ω̃)
‖ϕ̃‖2

〈ϕ̃j , χI(ε)(HP ω̃)ϕ̃j〉 WP�L�MQX

7���� �� ��� �
�� �����
���+� 7� ���� ��
� χI(ε) ≤ F � ;�� ������
� ������� �� ��� ������ � WP�L�MQX
�
� �� ������� ����7 
� �� Z"JKT� 1�� M�NO[� ��
� ���

〈ϕ̃j , χI(ε)(HP ω̃)ϕ̃j〉 = ‖ϕ̃j‖2 − ‖χR\I(ε)(HP ω̃)ϕ̃j‖2 WP�L�MPX

≥ ‖ϕ̃j‖2 −
( ε

2

)−2
‖(HP ω̃ − E)ϕ̃j‖2. WP�L�MMX

��� ω̃ ∈ Aj� 7� �
��

‖(HP ω̃ − E)ϕ̃j‖2 = ‖(HP ω − E)ϕj‖2 < 4δ2‖ϕ‖2 = 4δ2‖ϕ̃‖2. WP�L�MTX

.�������� ����� ���� WP�L�MKX 
�� WP�L�PRX �� WP�L�MOX� 
�� �������� 
� 
�������
��  
���� η̃L(G0)�
7� �
� ���
�
�� ��� ����� ���� 
 ��		��� ��������" �
�� ����� 
 ���� �������

 �
��U

n(I) ≥
(

1 − 16
δ2

ε2

)
lim inf
L→∞

⎛
⎜⎜⎜⎝ η̃L(G0)

|ΛL|
· 1
η̃L(G0)

∑
j∈N′

0
Kj⊂ΛL

χAj(ω̃)

⎞
⎟⎟⎟⎠ WP�L�MRX

≥
(

1 − 16
δ2

ε2

)
η PP (A0) > 0.

4����H P�L�M� /� ��� �
�� 7���� ��� *����� �+�
���
� �+���� XD �� ��� �������+ �����������
������
��� ������+ � ��
��� ν(E) �#����  �� µ�
��� P ∈ XD 
�� PP �
��� ω ∈ ΩP � /� ���� �
���
��� ������� � ��� ������+ � ��
��� ��
���� suppn = σ(HP ω)  �� µ�
����� ����+ P ∈ XD 
��
PP �
����� ����+ ω ∈ ΩP �

?�7� ����� 
 ��
���� ñDω

z,L 
� ��� ������������ ����
��� ������� � nDω

z,LU ��� 
�+ F ∈ Cc(R)�∫
R

F (λ)dñDω

z,L =
1
Ld

trF (HDω |Λz,L
) WP�L�MSX

7���� HDω |Λz,L
�� ��� ����������� � HDω �� ��� ���� Λz,L 7��� ��� �
�!���� �����
�+ �����������

/�� ������������  ������� ν̃Dω

z,L (E) = ñDω

z,L((−∞, E]) �� ������ �+

ν̃Dω

z,L (E) =
1
Ld

trPE(HDω |Λz,L
) WP�L�TKX

ST
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����� HDω |Λz,L
�
� �������� ��������� ����� ��
������� �� 7��� �������

;�� ���
���� � ����� � ��� ������������  ������� � ν̃Dω

z,L(E) 
� L ���� �� ������+ 
�� ��7 ��
�� ���
��� �� νDω

z,L (E) 
�� ν(E) �� ����� �+ ���  ����7���

2	��������� �0�0�0 8�� ����" E ∈ R/ ��" z ∈ R
d/

lim
L→∞

ν̃Dω

z,L(E) = ν(E), ��� PD����� ω ∈ ΩD, WP�L�TNX

F���� ν(E) �
 	�� ��	����	� ��
�	" �� 
	�	�
 �$�� �� ������� M�(�A�

)����� 0+ ;������ P�L�Q 7� 8��7 ��
� nDω

z,L ��������� �
����+ �� n�  �� PD�
��� ω ∈ ΩD� H�
��� ����� �
��� Z&KR� (���
 L�NP[ �����

lim
L→∞

∣∣∣∣
∫

R

F (λ)dñz,L −
∫

R

F (λ)dnz,L

∣∣∣∣ = 0, WP�L�TLX

 �� ����+ F ∈ Cc(R)� ;���� ���� ñz,L ��������� �
����+ �� n 
� 7���� ����� HDω �� 
 ��7��
������������ ����
���� ��� �������� � ñz,L 
�� ��� ����+ ������� ����7� 
�� ��

lim
E→−∞

lim
L→∞

nz,L((−∞, E]) = 0. WP�L�TOX

;���� �+ 
 �������
  �� ����������� � ������������  �������� � ��
����� Z&("VKN� %����������
Q�O[�  �� 
�� E ∈ R 7� �
��

lim
L→∞

ν̃z,L(E) = lim
L→∞

ñz,L((−∞, E]) = ν(E) = n((−∞, E]). WP�L�TQX

����� ��� ����������� �������  �� nDω

z,L� ñDω

z,L ����  �� 
�+ z ∈ R
d 
��  �� ����+ P ∈ XD�

����� ��� ��
��� ���������� �� D� 7� ������ + ��� ���
���� 
�� 7���� nL� ñL� V� 
��� ���
��������������+ ��� �#�������� ��
� �� ������ - �� PD�
��� ω ∈ ΩD- 
�� Ω �� ������ ΩD� 7��� ��
��� ����� 
������

/�! +������. ����

J��
�� ��
�  �� HDω ��� ����
��� ������ �� WP�L�NX 7��� H0 = −∆ 
�� VDω ������ �+ WP�L�OX�
�
��� +��� WQ�N�LX� 7��� supp ρ = [0,M ]� M > 0 
�� ��� 
�������
� 
��������� �� ��� ����
�����+
������������ ρ�

ρ([0, ε]) ≥ Cρε
α,  �� ���� Cρ, α > 0. WP�O�NX

;��� σ(HDω) = [0,+∞) 
��� 
�� 7� �
�� ���  ����7���

"��	�� �0�0�0 5�	 HDω = −∆ + λVDω F�	� VDω �$�� �� WP�L�OX �� D � ������ 
�	 F�	�
$��	� ����� ������ �	" �� 
	���	 ������� ��		��� ��������"� ����/ �	
 ��	����	� ��
�	" �� 
	�	�

ν(E) � ����	
 5��
��	6 	���
 �	 	�� ��		�� �� 	�� 
���	����

SR
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;�� ���� � 
� �� ��� �
�� � 
 �������� *����� ���� ������ �� ��� ?���
��2*�������� ��
�8�����
� ν �� ����� � ��� ������������ ������
��� ��������  ������� ν̃L(E) 7��� ?���
�� 
�� *��������
�����
�+ ����������� /� �� ������ �� ��� ����� 
�� ��7�� ������  �� ���  �������� ν̃L(E)
�� 
���
�� ���� X̂D ������  ��� V�+� 
�+���������  �� 
�+ L ∈ N 
�� Pω ∈ X̂D 7� �
��
|ν̃L(E)| ≤ CEd/2 =: g(E)� 7���� g ∈ L1(X̂D, µ̂) W��� 
��� �������+ ?1� ������� L�LX� ;����
���
����� WP�L�PX� 7� �
� 
���+ (�������	� *����
��� .���������� ;������ �� ��� ��������
ν̃L(E) 
�� ���
���  �� ����+ E ∈ R�

lim
L→∞

µ̂(ν̃L(E)) := lim
L→∞

∫
X̂D

ν̃L(E)dµ̂(Pω) =
∫

X̂D

ν(E)dµ̂(Pω) = ν(E), WP�O�LX

����� µ̂(X̂D) = 1� ;��� �����  �� 
�+ ��� 
�!���� �����
�+ ���������� �� ��� ���� ΛL� ��
�
������
��  �� ?���
�� 
�� *�������� �����
�+ ����������� ?�#�� 7� ���
����� ��� ?���
��2
*�������� ��
�8�����  �� ν�

"���� 0
�������������
 !���1
���

*����� �+ HDω |NΛz,L
W����� HDω |DΛz,L

X ��� ����������� � HDω �� 
 ���� Λz,L 7��� ?���
��

W����� *��������X �����
�+ ����������� 
�� �+ ν̃N
z,L(E) W����� ν̃D

z,L(E)X ��� 
�����
��� ����
��<��
������
��� ��������  �������� / z = 0 7� ���� ��  ��� ��� ����������

��� 
 �#�� L ∈ N� �
8� K ∈ LN \ {1} 
�� �������� ��� �e���� �������� {Λ0,K}K∈LN � 
���������� ����� �������� �� 0� ���� ��
�

Λ0,K =
⋃
j∈J

ΛL(j), WP�O�OX

 �� ���� ����# ��� J ⊂ Z
d� 7��� |J | = (K/L)d� 0+ ��� ���
��������+ � trPE(HDω |NΛ0,K

) 7�
�
��

ν̃N
K (E) =

1
|Λ0,K |trPE(HDω |NΛ0,K

) ≤ 1
|Λ0,K |

∑
j∈J

trPE(HDω |NΛj,L
) WP�O�QX

=
|Λj,L|
|Λ0,K |

∑
j∈J

1
|Λj,L|

trPE(HP ω |NΛj,L
) WP�O�PX

=
1
|J |

∑
j∈J

ν̃N
j,L(E). WP�O�MX

;
8��� ��� ������
� 7��� ������� �� ��� ��
���� µ̂� 
�� ���
����� ��
� ���� ��
���� �� ���
��
��
7��� ������� �� ��
���
����� �� R

d� �� �
������
�� ��
���
����� �� Z
d� 7� ���
��

µ̂(ν̃N
K (E)) ≤ 1

|J |
∑
j∈J

µ̂
(
ν̃N

j,L(E)
)

WP�O�TX

≤ 1
|J |

∑
j∈J

µ̂
(
ν̃N

j,L(E)
)

WP�O�RX

≤ µ̂
(
ν̃N

L (E)
)
. WP�O�SX

SS
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;
8��� ��� ����� 
� K → ∞ 
�� 8������ L �#��� 7� ��� ��
�

ν(E) ≤ µ̂
(
ν̃N

L (E)
)
. WP�O�NKX

/� 
� 
�
������ 7
+� ����� ��� �����
��������+ � trPE(HDω |DΛ0,K
) 7� �
� �����

µ̂(ν̃D
K(E)) ≥ µ̂

(
ν̃D

L (E)
)
. WP�O�NNX

;
8��� ��� ����� 7��� K → ∞ 
�� 8������ L �#��� �����

ν(E) ≥ µ̂
(
ν̃D

L (E)
)
. WP�O�NLX

0+ WP�O�NKX 
�� WP�O�NLX�

∫
XD

EΩP

(
ν̃D

L (E)
)
dµ(P ) ≤ ν(E) ≤

∫
XD

EΩP

(
ν̃N

L (E)
)
dµ(P ). WP�O�NOX

"���� #���( �( ��
��
� "����

)���� �� ������� M�I��� V� ���
�� ���
�
���+ ����� 
�� ��7�� ������  �� ν(E) �� WP�O�NOX� �����

� 
�����
�+ Pω ∈ X̂D�  ����7��� ��� 
��������  �� ��� ������� �
��� V� 7��� ���7 ��
� �����
������ 
�� ��� ��� �� X̂D� ��
� ��� ���+ ������ ���+ �� ��� �
�
������ r 
�� R 7���� 
��
������  �� 
�� �������� �� X̂D�

�0 7���	 ����� ��	 EΩP

(
ν̃N

L (E)
)
0

V� ������� 
� �� Z$KT[� Z$"�KT[U

EΩP

(
ν̃N

L (E)
)

=
1

|ΛL|
EΩP

(
trPE(HP ω |NΛL

)
)

WP�O�NQX

≤ 1
|ΛL|

PP

(
E1(HP ω |NΛL

) < E
)
· trPE(H0|NΛL

), WP�O�NPX

7���� E1(H0|NΛL
) ������� ��� ������ ��
�� �����+ � H0|NΛL

� 0+ V�+� 
�+��������� ����� �#���
�����
��� C > 0 
�� CE,d = CEd/2 ���� ��
� ��� ��
�� �� ��� ������ � ��� �
�� ���
���� ��
������� �+ CE,d |ΛL|� ����� ���

EΩP

(
ν̃N

L (E)
)
≤ CE,d PP

(
E1(HP ω |NΛL

) < E
)
. WP�O�NMX

;� �����
�� ��� ������� 7� 7��� ��� W���� ���� ZJ�/9[ XU

3���
 �0�0� W;�����	� �����
���+X0 5�	 H �� � ��F�� 
��������� 
�����9���	 �����	�� F�	�
�
���	� 
���	��� �� ���	� �" E1(H) ≤ E2(H), ... �	
 !������
���# ����������
/ ����	��� ����
	������	��
� �� a ≤ E2(H) �� ψ ∈ D(H) F�	� ‖ψ‖2 
�	�
�"��� 〈ψ,Hψ〉 < a/ 	���

E1(H) ≥ 〈ψ,Hψ〉 − 〈ψ,H2ψ〉 − 〈ψ,Hψ〉2
a− 〈ψ,Hψ〉 . WP�O�NTX

NKK
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.������� ψ0 = |ΛL|−1/2� ��� ������ ��
�� � −∆N
ΛL

� ?��� ��
� E1(−∆N
ΛL

) = 0� ��� ������
������
��� E2(∆N

ΛL
) = cL−2  �� ���� c > 0� 
�� E2(−∆N

ΛL
) ≤ E2(HP ω |NΛL

)� *���� ��� �
����
�
��
���� ω̃p = min{ωp,

c
3L2 }�  �� p ∈ P ∩ ΛL� 
�� ������ ��� ������������� &
�������
� �+

H̃P,ω,L,N = −∆N
ΛL

+ VP ω̃ ,L� 7���� 7� 7���� VP ω̃ ,L = VP ω̃ |ΛL
� ?��� ��
� H̃P,ω,L,Nψ0 = VP ω̃ ,Lψ0


��� �+ ��� �����
# ���������� E1(H̃P,ω,L,N) ≤ E1(HP ω |NΛL
)�

����� suppu(x− p) 
�� ���!����� 7� �
��

〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉 ≤
c

3L2
, 
�� 〈ψ0, V

2
P ω̃ ,Lψ0〉 ≤

c

3L2
〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉. WP�O�NRX

V� ��7 
���+ ;�����	� �����
���+ �� H̃P,ω,L,N � �
8��� ψ0 
�� a = E2(−∆N
ΛL

) = cL−2� 7����
�����

E1(H̃P,ω,L,N) ≥ 〈ψ0, H̃P,ω,L,Nψ0〉 −
〈ψ0, V

2
P ω̃ ,L

ψ0〉 −
(
〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉

)2
cL−2 − 〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉

WP�O�NSX

≥ 〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉 −
〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉(c/3)L−2

(c− c/3)L−2
WP�O�LKX

≥ 1
2
〈ψ0, VP ω̃ ,Lψ0〉 =

1
2 |ΛL|

∑
p∈P∩ΛL

∫
ΛL

ω̃pu(x− p)dx WP�O�LNX

=
Cu,d

|ΛL|
∑

p∈P∩ΛL

ω̃p, WP�O�LLX

7���� Cu,d = u−εdu/2 W��� WQ�N�LXX� ;���� ����

EΩP

(
ν̃N

L (E)
)
≤ CE,d PP

⎛
⎝ 1
|ΛL|

∑
p∈ΛL∩P

ω̃p ≤ Cu,dE

⎞
⎠ . WP�O�LOX

;� �����
�� ��� ������� 7� 
�
�� Z$"�KT� (���
 O�Q[ �� *����� �������
�� �� ���  ����7���

3���
 �0�0�0 8�� L = �βE−1/2� F�	� β > 0 
���� �� L ����� ������/

PP

⎛
⎝ 1
|ΛL|

∑
p∈ΛL∩P

ω̃p ≤ Cu,dE

⎞
⎠ ≤ e−C1|ΛL|, WP�O�LQX

��� 
��� ���
	��	 C1 = Cβ,u,d,R > 0 ������� ���" �� β, u,R �� d/ �� 	�������� 	��
 ����
�
 ������� ��� ��� Pω ∈ X̂D�

V��� ���� �� �
��� 7� �
� �����

EΩP

(
ν̃N

L (E)
)
≤ CE,d e

−C1Ld
WP�O�LPX

= CE,d e
−C1�βE−1/2�d

WP�O�LMX

≤ CE,d e
−C′

1E−d/2
. WP�O�LTX

NKN
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;
8��� ��� ������
� 7��� ������� �� ��� ��
���� µ ���� XD 
�� ���
����� ��� �
�� ����� �� ��� ���
 �� 
�� Pω ∈ X̂D 7� ���

ν(E) ≤ µ̂(ν̃N
L (E)) =

∫
XD

EΩP

(
ν̃N

L (E)
)
dµ WP�O�LRX

≤
∫

XD

CE,d e
−C′

1E−d/2
dµ = CE,d e

−C′
1E−d/2

, WP�O�LSX

7���� 7� ���� µ(XD) = 1� 
�� ��� 7� ���
�� ��� ����� �����

ν(E) ≤ Ce−C′
1E−d/2

 �� E ∈ [0, 1]. WP�O�OKX

��0 3�.�	 ����� ��	 EΩP

(
ν̃D

L (E)
)
0

EΩP

(
ν̃D

L (E)
)

=
1

|ΛL|
EΩP

(
trPE(HP ω |DΛL

)
WP�O�ONX

≥ 1
|ΛL|

PP

(
trPE(HP ω |DΛL

≥ 1
)

WP�O�OLX

≥ 1
|ΛL|

PP

(
E1(HP ω |DΛL

) < E
)
. WP�O�OOX

/� ����� �� ������<� ��� ������� 7� 7��� �
8� ��� ������ ��
�� � −∆N
ΛL

� ψ0 = |ΛL|−1/2

���������� �+ ���� ������  ������� 7���� �� <��� �� ��� �����
�+ � ΛL� �� �� �
������ *��������
�����
�+ ����������� 
�� ����� ���� �� �� ��� ���
�� � ��� *�������� (
��
��
�� .������� 

 ������� f ∈ C∞

0 (Λr) ���� ��
� f ≡ 1 �� suppu� 0 ≤ f ≤ 1 �� Λr \ suppu 
�� |∆f | ≤ c0�  ��
���� c0 > 0� ��� fL(x) = f(x/L) 
�� ������ �+ ψL = ψ0(x) · fL(x) ∈ D(HP ω |DΛL

)� ;���

E1(HP ω |DΛL
) ≤ 〈ψL,HP ω |DΛL

ψL〉 = 〈ψL,−∆|DΛL
ψL〉 + 〈ψL, VP ω ,LψL〉 WP�O�OQX

≤ c0
L2

+
cu,d

|ΛL|
∑

p∈P∩ΛL

ωp, WP�O�OPX

7���� cu,d = u+δd
u W��� WQ�N�LXX� .������� L = �

√
2c0E−1/2�� 7� �
��

EΩP

(
ν̃D

L (E)
)
≥ 1

|ΛL|
PP

⎛
⎝ cu,d

|ΛL|
∑

p∈ΛL∩P

ωp < E − c0L
−2

⎞
⎠ WP�O�OMX

≥ 1
|ΛL|

PP

⎛
⎝ 1
|ΛL|

∑
p∈ΛL∩P

ωp <
E

2cu,d

⎞
⎠ WP�O�OTX

≥ 1
|ΛL|

PP

(
ω0 <

rd

2cu,d
E

)|ΛL∩P |
WP�O�ORX

≥ 1
|ΛL|

PP (ω0 < Cr,u,dE)Cr,d|ΛL| , WP�O�OSX

NKL



M�I� 5��
��	6 ����


7����� �� ��� �
�� �7� �����
������ 7� ���8 ���� 
������ ��
� |ΛL∩P | ≤ Cr,d|ΛL|� 7��� Cr,d = r−d�
����� P ∈ Pr(Rd)� J��
����� WP�O�NX 
�� ��� ������ � L� 7� ���
��

EΩP

(
ν̃D

L (E)
)
≥ 1
Ld
Cµ(Cc0,u,r,dE)αCr,dLd

WP�O�QKX

≥ Cµ,c0,r,dE
d/2e−Cc0,α,r,dE−d/2|log E|, WP�O�QNX

 �� E ��
�� �������

����� ��� �
�� ����� �� ��� ���  �� 
�� Pω ∈ X̂D� 7� �
� �
8� ��� ������
� 7��� ������� �� ���
��
���� µ 
� �� ��� �
�� � ��� ����� ������ 
�� ���

ν(E) ≥ Cµ,β,r,dE
d/2e−Cβ,α,r,dE−d/2|log E|, WP�O�QLX

7���� ��������� ��� ���� � ��� ��7�� �����  �� ��� /*�� ������� (� ����< �
���  �� �������� E
��
� 0�

)���� �� 5���� M�I�I � V�  ����7 ��� ���� � Z$KT� (���
 M�Q[

PP

⎛
⎝ 1
|ΛL|

∑
γ∈ΛL∩P

ω̃γ ≤ Cu,dE

⎞
⎠ ≤ PP

⎛
⎝ 1
|ΛL|

∑
γ∈ΛL∩P

ω̃γ ≤ Cu,dβ
2L−2

⎞
⎠ WP�O�QOX

≤ PP

(
|{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ <

c

6
L−2}| ≥

(
1 − 6β2Cu,dR

d

c

)
|P ∩ ΛL|

)
.

WP�O�QQX

WP�O�QPX

;���� ���
��� ω̃γ ≤ c
3L2 � |γ ∈ ΛL ∩ P | ≤ |ΛL|

rd 
�� ��� 7��� β ��
�� �������

∣∣∣{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ ≤ c

6
L−2}

∣∣∣ ≤ (1 − 6β2Cu,dR
d

c

)
|P ∩ ΛL| WP�O�QMX

������� ∣∣∣{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ >
c

6L2
}
∣∣∣ ≥ 6β2Cu,dR

d

c
|P ∩ ΛL| , WP�O�QTX

�� 7���� �
���

1
|ΛL|

∑
γ∈ΛL∩P

ω̃γ >
1

|ΛL|
c

6L2

6β2Cu,dR
d

c
|P ∩ ΛL| = Cu,dβ

2L−2, WP�O�QRX

7���� 7� ���� ���  
�� ��
� |P ∩ ΛL| ≥ |ΛL| /Rd 
�� ������ β ��
�� ���� ��
� 6β2Cu,dR
d/c < 1�

?�7 �# ���� δ > 0 ��
�� 
�� ��� q := PP (ω̃γ < δ) < 1 
�� ����� ��7 �
���� �
��
���� ξγ 
�
ξγ = 1 � ω̃γ < δ� ξγ = 0 �����7���� ;�� �
���� �
��
���� {ξγ} 
�� ������ 
�� EΩP

(ξγ) = q�

*���� ρ = 1 − 6β2Cu,dRd

c � 0+ �
8��� β ��
�� ������ 7� �
� ������ ��
� q < ρ < 1� ;����
 �� L ��� �������

NKO
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�� �����	��


PP

(∣∣∣∣{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ <
2c
3
L−2}

∣∣∣∣ ≥ ρ |P ∩ ΛL|
)

≤ PP (|{γ ∈ ΛL ∩ P : ω̃γ < δ}| ≥ ρ |P ∩ ΛL|)

WP�O�QSX

≤ PP

⎛
⎝ 1
|P ∩ ΛL|

∑
γ∈ΛL∩P

ξγ ≥ ρ

⎞
⎠ .

WP�O�PKX

WP�O�PNX

;�� �
�� ���� �� 
 �
��� ����
����� ������� 
�� �
� �� �����
��� �� 
 ��
��
�� 7
+� ����� ���
�����
���+

PP (X > a) ≤ e−ta
EΩP

(etX )  �� 
�� t ≥ 0. WP�O�PLX

�� 7� ���
��

PP

⎛
⎝ 1
|ΛL ∩ P |

∑
γ∈ΛL∩P

ξγ ≥ ρ

⎞
⎠ ≤ e−tρ|ΛL∩P |

EΩP

(
et

P
γ ξγ

)
WP�O�POX

≤ e−tρ|ΛL∩P |∏
γ

EΩP

(
etξγ

)
WP�O�PQX

≤ e−tρ|ΛL∩P |
EΩP

(
etξ0
)|ΛL∩P |

WP�O�PPX

≤ e−tρ|ΛL∩P |+|ΛL∩P | ln EΩP (etξ0) WP�O�PMX

≤ e−|ΛL∩P |(tρ−lnEΩP (etξ0)). WP�O�PTX

��� f(t) := tρ− ln EΩP

(
etξ0
)
� ;��� f ′(t) = ρ− EΩP (ξ0etξ0)

EΩP (etξ0) � 
�� �� �
������
� f ′(0) = ρ− q > 0�

����� f(0) = 0� ����� �� 
 t0 > 0 ���� ��
� f(t0) > 0� V� ���� �
��

PP

⎛
⎝ 1
|ΛL ∩ P |

∑
γ∈ΛL∩P

ξγ ≥ ρ

⎞
⎠ ≤ e−|ΛL∩P |f(t0) WP�O�PRX

≤ e
−Ld

Rd f(t0) = e−CLd
. WP�O�PSX

7���� 7� ��� ���  
�� ��
� |ΛL ∩ P | ≥ Ld

Rd  �� L > R 
�� C = f(t0)/Rd �� 
 �����
�� ��
�
������� �� β, u,R� 
�� d�

/�' 1��$�� ��  )����� �$����� "��� �� �)2

.������� �7� �������� �������
�� V1 
�� V2 � ������� q1 
�� q2� �����������+� 7��� q1 �= q2�
������ �+

NKQ
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V1(x) =
∑

γ∈(q1Z)d

u(x− γ), WP�Q�NX

V2(x) =
∑

γ∈(q2Z)d

u(x− γ), WP�Q�LX

7���� u �� 
 ������  ������� 7��� suppu ⊂ Λmin{q1,q2}/2 W��
� ��� �� ���� �
��� ��� �������� � 
u(x−γ) 
�� ���!����� ?�7� �������� 
 �������� � W����X ����� �������� �� ��� ������� {ΛLk

}k∈N�
7��� Lk+1 = Lα

k � α > 1� *���� Ne = {2k : k ∈ N}� No = {2k − 1 : k ∈ N}� 
�� �������� ���
 ����7��� �������� � R

d�

R
d =

∞⋃
k=1

Ak, Ak = ΛLk
\ ΛLk−1

, ΛL0 = ∅. WP�Q�OX

(�� H = H0 + V �� 
 ��� 
�!���� ����
��� 
����� �� (2(Rd)� 7���� H0 �� ��7�� ������������

��

V =
∑
k∈Ne

V1χAk
+
∑
k∈No

V2χAk
. WP�Q�QX

?����� ��
� H �
� 
��� �� ���� 
� 
 *����� ����
����

H = H0 +
∑
γ∈D

u(x− γ), WP�Q�PX

7���� ��� *����� ��� D �� ������ �+ W��� ���� P�NX

D =

⎛
⎝ ⋃

k∈Ne

q1Z
d ∩Ak

⎞
⎠ ∪

⎛
⎝ ⋃

k∈No

q2Z
d ∩Ak

⎞
⎠ . WP�Q�MX

2	��������� �0�0�0 5�	 νH,Lk
�� 	�� $��	�������� ��	����	� ��
�	" �� 
	�	�
 !��+# ��� 	��

�����	�� H �
 �� ��$��	��� M�(�I� ��� ����	 �� νH,Lk
F��� k 	��
 	� ��$��	" ��
 ��	 � �
	�

)����� V������ ���� � �����
���+� �# k ∈ Ne� V� 7���� H1 = H0+V1 
�� H2 = H0+V2�  �� 7����
νH1,L 
�� νH2,Lk

������ ��� ���������� ������������ /*� ���������� �� 
 ���� � ���� Lk� ��� 

�#�� E ∈ R� �������� ��� ������
� (−∞, E]� ����� 7� ��
� 7��� ��7�� ������������ ����
�����
χ(−∞,E](H) = χI(H)� 7���� I = (E0, E) ⊂ R �� �������� .������� 
  ������� f ∈ Cc(R) ����
��
� I ⊂ suppf � V� �
��

tr f(H)χΛLk
= tr f(H)

(
χAk

+ χΛLk−1

)
WP�Q�TX

= tr f(H)χAk
± tr f(H1)χΛLk−1

+ tr f(H)χΛLk−1
WP�Q�RX

= tr
(
f(H)χAk

+ f(H1)χΛLk−1

)
+ tr

(
f(H)χΛLk−1

− f(H1)χΛLk−1

)
WP�Q�SX

= tr (f(H)χAk
− f(HAk

)χAk
) + tr

(
f(HAk

)χAk
+ f(H1)χΛLk−1

)
WP�Q�NKX

+ g(H,H1,ΛLk−1
), WP�Q�NNX

WP�Q�NLX

NKP
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�� �����	��


������ P�NU ;�� *����� ��� D�

7���� HAk
������� ��� ����������� � H �� ��� ��� Ak� 
��

g(H,H1,ΛLk−1
) := tr

(
f(H)χΛLk−1

− f(H1)χΛLk−1

)
. WP�Q�NOX

0+ ��� ��������� � 9�  �� k ����� 7� �
�� HAk
= H1|Ak

� ����� ���

tr f(H)χΛLk
= tr (f(H) − f(HAk

))χAk
+ tr

(
f(H1|Ak

)χAk
+ f(H1)χΛLk−1

)
WP�Q�NQX

+ g(H,H1,ΛLk−1
)

WP�Q�NPX

= g(H,HAk
, Ak) + tr (f(H1|Ak

)χAk
− f(H1)χAk

) + tr
(
f(H1)χAk

+ f(H1)χΛLk−1

)
WP�Q�NMX

+ g(H,H1,ΛLk−1
)

WP�Q�NTX

= tr f(H1)χΛLk
+ g(H,H1,ΛLk−1

) + g(H,HAk
, Ak) + g(H1|Ak

,H1, Ak), WP�Q�NRX

WP�Q�NSX

7���� g(H,HAk
, Ak) 
�� g(H1|Ak

,H1, Ak) 
�� ������ 
�
�������+ 
� WP�Q�NOX� ;���

1
|ΛLk

|tr f(H)χΛLk
=

1
|ΛLk

|tr f(H1)χΛLk
+ O1 + O2 + O3

=
∫

R

f(λ)�nH1,Lk
+ O1 + O2 + O3, WP�Q�LKX

WP�Q�LNX

7���� nH1,Lk
������� ��� ������������ ������+ � ��
��� ��
���� 
�����
��� �� ��� ����
��� H1

NKM
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��

O1 =
1

|ΛLk
|g(H,H1,ΛLk−1

), WP�Q�LLX

O2 =
1

|ΛLk
|g(H,HAk

, Ak), WP�Q�LOX

O3 =
1

|ΛLk
|g(H1|Ak

,H1, Ak). WP�Q�LQX

WP�Q�LPX

V� 7��� ���7 ��
� ��� ����� O1� O2 
�� O3 ���� �� 0 
� k → ∞ �� Ne� 0+ ��� �
�� 
��������
��
� ����� %���������� P�L�T� �
���+ WP�L�TLX � ��� ����� O2 
�� O3 �������� �� 0� 7����  �� O1

7� �
��

O1 =
1

|ΛLk
|tr
(
f(H|ΛLk−1

) − f(H1|ΛLk−1
)
)
χΛLk−1

+

∣∣ΛLk−1

∣∣
|ΛLk

| (O1
1 + O1

2), WP�Q�LMX

7����

O1
1 =

1∣∣ΛLk−1

∣∣g(H,HΛLk−1
,ΛLk−1

), O1
2 =

1∣∣ΛLk−1

∣∣g(H1|ΛLk−1
,H1,ΛLk−1

). WP�Q�LTX

4�
��� �+ WP�L�TLX� ����� O1
1 
�� O1

2 ���� �� 0 
� k → ∞� 0+ V�+�	� �����
���+� 
�� �����
χΛLk−1

�� �������� 7� �
��

tr f(H|ΛLk−1
)χΛLk−1

≤ CE,d

∣∣ΛLk−1

∣∣ , 
�� tr f(H1|ΛLk−1
)χΛLk−1

≤ CE,d

∣∣ΛLk−1

∣∣ WP�Q�LRX

����� ���� O1 ����� �� 0 
� k → ∞�

;���� 7� �
��  ��� WP�Q�LKX ��
� � k ∈ Ne�

lim
k→∞

νH,Lk
(E) = νH1(E) WP�Q�LSX

�� 
� 
�
������ 7
+ ��� ������ ��
� � k ∈ No

lim
k→∞

νH,Lk
(E) = νH2(E) WP�Q�OKX

����� q1 �= q2� νH,Lk
(E) ���� ��� �
�� 
 ����� 7��� k → ∞�

2	��������� �0�0�0 ��� ������ 
�	 D �$�� �� WP�Q�MX ��
 ��	 ���� 	�� ��� ��� �
�����
 �������+ ������	" WP�N�NSX� ���������/ 	�� ������ "������� 
"
	�� XD �
 ��	 �������" �������

)����� V������ ���� � �����
���+� 
����� q1, q2 ≥ 1 
�� �������� ��� �������� � R
d ������ ��

WP�Q�OX� ��� �������� ΛLk

�� �# k ∈ Ne� ;
8� ��� �
����� Q = {(0, 0, ...)} 7��� ������� B1/2(0)

���������� �� ���+ ��� ������ ��� ������ �� R
d� ����� D �������� � ��
���
����� � Q ���� ��
�

��� ��
���
����� � ��� ������� 
�� ���!����� 7� �
�� ��
� ��� ������ � Bq2(0)��
������ �� ΛLk

NKT
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��
� 
�� ��
���
����� � Q �+ 
� ������� � ΛLk
�� ����� �+

�
{
Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ ΛLk

�� �� y + Q̃ = Q
}

= �
{
Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ Ak ∪ ΛLk−1

�� �� y + Q̃ = Q
}

WP�Q�ONX

= �
{
Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ Ak �� �� y + Q̃ = Q

}
+ WP�Q�OLX

�
{
Q̃ ⊂ D : ∃y ∈ ΛLk−1

�� �� y + Q̃ = Q
}

WP�Q�OOX

= �{Ak ∩ q1Zd} + �{ΛLk−1
∩ Z

d} WP�Q�OQX

= q−d
1 |Ak| +

∣∣ΛLk−1

∣∣ WP�Q�OPX

;���� 7� �
��� �+ ��� ��������� � ��� ���
� �
�����  �������+ � Q WP�N�NSX�

ηk(Q) :=
η0,Lk

(Q)
|ΛLk

| =
1

|ΛLk
|
(
q−d
1 |Ak| +

∣∣ΛLk−1

∣∣) WP�Q�OMX

4�
�������+� � 7� ������� �� ��� �
�� 7
+  �� k ∈ No� 7� ���
��

ηk(Q) :=
η0,Lk

(Q)
|ΛLk

| =
1

|ΛLk
|
(
q−d
2 |Ak| +

∣∣ΛLk−1

∣∣) WP�Q�OTX

J��
����� ��
� Ak = ΛLk
\ ΛLk−1


�� Lk+1 = Lα
k 7��� 0 < α < 1� 7� ��� ��
� �+ �
8��� 


����������� � (ηk(Q)) 7��� k ∈ Ne� (ηk(Q)) ��������� �� q−d
1 � 7���� �
8��� ��� �������� 7���

k ∈ No� �� ��������� �� q−d
2 �

0+ Z"JNL� %���������� L�OL[ W��� 
��� Z(�KO� ;������ N�T[� Z(�"���KL� ;������ L�T[ 7����

���+ �� ��� �������X ���  
�� ��
� D ���� ��� �
�� ��� ��� ��� �
����  �������+ �������+ �������
��
� XD �� ��� �������+ ��������

NKR



������� 

%��
�	

��� 3�
����
��4� ���5�� �������
���� ������	� �� 
&��
� ��������� � �*!

 ���� %�����	�� � �"� �	�������	�� �/���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

 ���� ���	���	�� ��� 0��, ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

 ����  ��	/�� ����	����	�� ��	��	��� �� ���	���� ����� ��� ����1��	�"���
�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� 3�
����
��4� ���5�� �������
���� ������	� �� ��������� � � � � � � �� 

��� ����&
���� �� ��� ����� ��
�� ����� �� 6�����4�	��� ���
���


�� ��� �����5������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-

��� ��� ,����
� &���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��!

��� 3
�������� 
��4
� ������
���� $�����$�� �� ������� ���

�������

/� ���� ������� 7� ���
�� 
 ��
����
���� ������ �������
���� ���������  �� ����� �������� � 

������� �������
���� � ��� (
��
��
� �� 
�����
�+ ���������� ������ �� ZJ"9NL[�

(�� ΛL ⊂ R
d �� 
 ���� � ���������� L �������� �� 
� 
�����
�+ ����� � R

d W���  ����7���
������� 
�� ��� ��� 7��� ������� �� ��� ������ � ��� ��#X� (�� H0 = −∆ + V0 �� (2(Rd)� 7����
V0 �� 
 ������� �������
� 
�� ������ �+ H0,L� V0,L ����� ���������� ������������ �� ΛL� 7���
*�������� �����
�+ ���������� 
�� ���
�� D(H0,L) = H2

0 (ΛL)� V� ����
�� ZJ"9NL� ;������
L�N[  �� ��� �
������
� �
�� � ����� �������� � H0,L �� 
 (k,K)�*����� ����

"��	�� �0�0�0 5�	 I ⊂ R �� � ������	 ��	����� �� ψ �� ���������	��� �� H0,L �

����	� 	�
	�� ���������� E ∈ I/ 	��	 �
/

HLψ := (−∆L + V0,L − E)ψ = 0 �� ΛL. W4�N�NX

8� K ∈ (0,∞), δ ∈ (0,K/4]� ����� � �
	
 � ���
	��	 CsfUC,d = CsfUC,d(d,KV0,E,K, δ) > 0

��� 	��	/ ��� ��" L ∈ KN/ ��" 
�������

{zj}j∈KZd �� R
d 
��� 	��	 B(zj , δ) ⊂ ΛK(j), ��� ��� j ∈ KZ

d W4�N�LX

F� ���� ∑
j∈Λ̃L

‖ψ‖2
B(zj ,δ) ≥ CsfUC,d‖ψ‖2

ΛL
W4�N�OX

NKS



������ ��

F���� KV0,E = ‖V0‖∞ + sup I �� Λ̃L = ΛL ∩ KZ
d� ��� �������� �� K �� 	�� ���
	��	

CsfUC,d �
 ����� � �����	�" �"

CsfUC,d = c1K
−c2K4/3+c3, W4�N�QX

��� 
��� ���
	��	
 c1, c2, c3 ������� �� d, δ,KV0,E�

4����H 4�N�L�

�� /� ��� 
�����
������ ��� ��� {zj}j∈KZd ����������� �� 
 (k,K)�*����� ���� V� � ��� 7����
D := {zj}j∈KZd �

��� ����� 7� 
�� ���������� �� 
 ��7�� �����  �� W4�N�OX� 
 ����� *����� ��� �
� 
�7
+� ��
�������� �+ �������� ������� �� 
 (k,K)�*����� ��� �
��� +��� W4�N�LX�

0� ��� ���������� 7��� ��� ���� � ;������ 4�N�N� 7� ���
�� ZJ"9NL� ;������ O�N[ W���

��� Z�$NN� .�����
�+ 4�L[X

"��	�� �0�0�0 5�	 KV ,D0, R, β ∈ [0,∞), δ ∈ (0, 1]� ����� � �
	
 � ���
	��	 CqUC =
CqUC(d,KV ,D0, R, δ, β) > 0 
��� 	��	/ ��� ��" G ⊂ R

d ����/ ��" x ∈ G/ ��" Θ ⊂ G ����

������/ 
�	�
�"��� 	�� �����	��� ����	���


diam Θ ≤ R := dist(x,Θ), D0 < 12R, �� B(x, 12R + 2D0) ⊂ G,

�� ��" ���
������ V : G → [−KV ,KV ] �� ���������� ψ ∈ W 2,2(G) 
�	�
�"��� 	�� �&����	���
��������	"

|∆ψ| ≤ |V ψ| ���� �� ∈ G �
 F��� �

‖ψ‖2

G

‖ψ‖2
Θ

≤ β W4�N�PX

F� ����
‖ψ‖2

B(x,δ) ≥ CqUC‖ψ‖2
Θ W4�N�MX

��	���
	) �0�0�0 5�	 KV , R, β ∈ [0,∞), δ ∈ (0, 1]� 5�	 G ⊂ R
d ����/ x ∈ G/ Θ ⊂ G ���
������/


�	�
�" 	�� �����	��� ����	���


R ∈
[√

d, 2�
√
d�
]
, diam Θ ≤ R := dist(x,Θ) �� B(x, 14R) ⊂ G, W4�N�TX

�� V : G→ [−KV ,KV ] ���
������/ ψ ∈W 2,2(G) ����������/ 
�	�
�"

|∆ψ| ≤ |V ψ| ���� �� ∈ G ��
‖ψ‖2

G

‖ψ‖2
Θ

≤ β W4�N�RX

���� 	���� � �
	
 � ���
	��	 C = C(d) ∈ (1,∞) ������� ���" �� 	�� ����
���/ 
��� 	��	

‖ψ‖2
B(0,δ) ≥ CqUC‖ψ‖2

Θ F���� CqUC :=
(
δ

C

)C+CK
2/3
V +lnβ

W4�N�SX

4����H 4�N�P� "��� ��������+� 7� �
�� ���  ����7��� ��7�� ����� W��� ZJ"9NL� J��
�8 O�O�W�X[X

CUCP (d,KV0,E, R, δ, τ) ≥ CC,d,V0,E
δ4

R2

(
δ

48R

)2α

, W4�N�NKX

7���� CC,d,V0,E �������� �����
��� ��
� ����  ��� ��� .
����
� �����
�� Z0�$KP� �$NN� J"9NL[
��������� ���+ �� ��� ��������� d 
�� KV0,E� 0+ �������� D0 = R �� ;������ 4�N�O� ��� �#�
������ α �
� �� �
8�� 
�

α = max{Ca, (CbK
2
V0,E)4/3R4/3, ln(Cc(1 +K2

V0,E) τ)}, W4�N�NNX

7���� Ca, Cb, Cc 
�� �����
��� ������  ��� ��� .
����
� �����
���

NNK
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V������ ���� � �����
���+� �� ���  ����7��� 7� 
����� D0 = R ≥ 1�

)���� �� ������� ������ ;�� ���� � ZJ"9NL� ;������[ �� ��
���  �� ��� �
�� 7���� ��� ���
������ {zj}j∈KZd  ����7� ��� �������
���� � 
 (k,K)�*����� ��� 7��� K = 1 W��� W4�N�LXX� /�
����� �� ��� ��7 ��� �����
�� CsfUC ������� �� ��� �
�
����� K � ��� *����� ���� �� ���
 ����7��� 7� ��������� ��� ����  ��� ZJ"9NL[� �� ��� �
�� � ����� ��������� 7������ �#�������+
��� �����
�� K� 
�� 7������ ���� � �����
���+� 7� 
����� K ≥ 1�

����� -)
�	��� �( �
 
��
�(������ 
������

V� 7
�� �� 
���+ ��� ��
����
���� ������ �������
���� ��������� 7���� �������� 
���� ��� ����
������ ���������� 
 ����
�� �������+ ����
��� �� ��� �����
�+ � ��� ��� 7���� ��� ����� �������
���
���� �� �
������� ;��� �� ��� ����  �� ��� �������� ψ ������ �� ��� ������
� ���� ΛL� ����� ���
7� 7��� �#���� �� �� 
 �
���� ��� �� ���� 
 7
+ ��
� ��� �#������� ψ̃ ����� �
������ 
� ����� �������
���
�����

V� �������� ��������� �� *�������� �����
�+ ���������� �� ∂ΛL W �� �������� ���� ��� ZJ"9NL[X�
V� �
8� ��� � ��� �
�� ������������ 
� �� .�����
�+ 4�L �� Z�$NN[�

;�� ���
 �� �� �#���� ��� �������
� V �+ �+������� ��b������� 7����� �� �+������ 
���  ������
��� �����
���� � ��� ���� ΛL 
�� 
 ���7
��� �#���� ���  ������� ψ �+ 
����+������� ��b�������
7����� �� �+������ 
���  ������ ��� �����
���� � ��� ���� ΛL� (�� �� �������� ���� ���� ��������+�

��� ����������� 7� ��� � ��� �������
�� �+���� ���� ��
�

ΛL = {x ∈ R
d | −L

2
≤ xi ≤

L

2
 �� 
�� i = 1, . . . , d} W4�N�NLX

= {y ∈ R
d | 0 ≤ yi ≤ L  �� 
�� i = 1, . . . , d} W4�N�NOX


�� �#���� ���  ������� ψ : ΛL → R �� ��� ���

RL := {y ∈ R
d | −L ≤ y1 ≤ L, 0 ≤ yi ≤ L  �� 
�� i = 2, . . . , d} W4�N�NQX

�+ �������

ψ̃(y1, y⊥) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩
ψ(y1, y⊥),  �� y ∈ ΛL,

0,  �� y ∈ RL, y1 = 0,
−ψ(−y1, y⊥),  �� y ∈ RL, y1 < 0

7���� y⊥ = (y2, . . . , yd)� /� �� 7��� 8��7� ��
� ��� (
��
��
� � ���� �#������� �� ����� �� L2(RL)�

� �����������+ ψ̃ �� �� ��� ���
�� � ��� *�������� (
��
��
� �� RL� � � ���� Z4[ �� Z�;[� / 7�
����� V̌ : RL → R �+

V̌ (y1, y⊥) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩
V (y1, y⊥),  �� y ∈ ΛL,

0,  �� y ∈ RL, y1 = 0,
V (−y1, y⊥),  �� y ∈ RL, y1 < 0

���� V̌ ����� �
8�� �
���� �� [−K,K] ���+� 
�� ��� ���
����

HLψ̃ = 0 W4�N�NPX

NNN



������ ��

����� 
����� ����+7���� �� RL� ?�7 7� �����������+ �#���� ���� V̌ 
�� ψ̃ �� ��� ���
�����
d− 1 ���������� 
�� ���
��  �������� ������ ��

{y ∈ R
d | −L ≤ yi ≤ L  �� 
�� i = 1, . . . , d, }

���� �� 
 ���� �7��� ��� ���� � ��� ������
� ���� ���
��+ 7� �#���� ����� �7�  �������� ��������
��+
7����� ��� �
����� (2LZ)d ��  �������� ������ �� R

d 7���� �
��� + W4�N�NPX 
��� �� R
d� "�������

ψ̃ �� �� W 2,2 ���
��+�

?��� ��
� � 7� �������� ��� �#������� ψ̃ �� 
 ���� � ���� 2kL 7��� k ∈ N 7� ���
�� 
�
L2������ ������� � 
 ��# ����'������ ����
��� 7��� *�������� ����

����� ��������� ��� 2
�1 !�)
	

V������ ���� � �����
���+� 7� 
����� K ∈ N 
�� L ∈ KN� 6� �� �����
���� W���� � ��
����
<���X ΛL �
� �� ���������� ���� ������ K���#��

Λ =
⋃
k∈Λ̃

ΛK(j)

7���� Λ̃ := KZ
d ∩ [−L/2, L/2)d�

4����H 4�N�M� / ��� *����� �
�
����� K /∈ N �� L /∈ KN� 7� �
8� �������+ �
���� ��#�� � ����
K ′ 
�� L′� /� ��� 7
+ 7� �#���� ��� ����� ������� ψ  ��� ΛL �� ��� 7���� ��
�� R

d� ���� ����
��� 
G��� ��� ��������

��# T = 60K�
√
d�� 7���� �x� ��
���  �� ��� ��
�� ������� ���
��� �� ���
� ��
� x� V� �
+

��
� ��� ���� j ∈ Λ̃ �� �����	���� � ∫
ΛK(j)

|ψ̃|2 ≥ 1
2(2T )d

∫
ΛT (j)

|ψ̃|2, W4�N�NMX


�� �
�� ΛK(j) 
 �����
�� ��#� H����7���� 7� �
+ ��� ���� j �� F��H� 
�� �
�� ΛK(j) 
 7�
8
��#� ?����� ��
� �+ ��� 
����+�����+ � ψ̃ 7� �
��

∫
ΛT (j)

∣∣∣ψ̃∣∣∣2 ≤ 2d

∫
ΛT (j)∩ΛL

∣∣∣ψ̃∣∣∣2 , W4�N�NTX

�� ��
� ∑
j∈Λ̃L

∫
ΛT (j)

∣∣∣ψ̃∣∣∣2 ≤ (2T )d
∫

ΛL

∣∣∣ψ̃∣∣∣2 . W4�N�NRX

;��� ∑
7�
8 �����

∫
ΛK(j)

|ψ̃|2 < 1
2(2T )d

∑
7�
8 �����

∫
ΛT (j)

|ψ̃|2 W4�N�NSX

≤ 1
2(2T )d

∑
j∈ΛL

∫
ΛT (j)

|ψ̃|2 ≤ 1
2

∫
ΛL

|ψ̃|2. W4�N�LKX

;��� ��� 7�
8 ��#�� ���������� 
� ���� �
� � ��� ���
� �
�� �� ��� L2 ����� ;����

2
∑

	��
���� �
��

∫
ΛK(j)

|ψ̃|2 >
∫

ΛL(0)
|ψ̃|2. W4�N�LNX

NNL
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;��� ��
�� ��
� �� �� ��a����� �� ���
����� 
����
�� ������ �������
���� �����
���  �� �����
��
��#���

����� � �����
 ���������� ��������
 (�� ������� !�)
	 ��� �
����
���!��
	�
	

V������ ���� � �����
���+� 
����� ��
� L > 5K�
√
d�� ��# 
 �����
�� ��# ΛK(j) 
�� ����� ���

���� � ��
����������� � ΛK(j) 
�

A(j) = Λ2K�√d�+3K(j) \ Λ2K�√d�+K(j). W4�N�LLX

?��� ��
� ����� ��� 
��������� �� L� A(j) �= ∅� /������ ���� ���� �������� � cd := (2K�
√
d�+

3K)d − (2K�
√
d� + K)d ��#�� � ���� K �������� 
����� ������ jn ∈ Λ̃L� 7���� n = 1, ..., cd�

?��� ��
�  �� ����+ x ∈ A(j)�

dist(x,ΛK(j)) ≥ K
√
d = ��
� ΛK(j). W4�N�LOX

V� ����� ��� )����� ��
���������� ��#- 
� ��� ������ ��# ΛK(j0) ⊂ A(j) ���� ��
�

j0 = j + (K�
√
d� + 2K) e1 W4�N�LQX

ΛK(j0) = ΛK(j) + (K�
√
d� + 2K) e1 W4�N�LPX

7���� e1 = (1, 0, 0, ...) ∈ R
d� ;�
� ��� ΛK(j0) �� 
 ��
���
���� � ΛK(j) �� ��� �������� ���������


���� ��� ���� �������
��� 0+ 
���������� ����� �#���� 
 ������ ����� � ��� *����� ��� D =
{zj}j∈KZd ����
���� �� ΛK(j0) ��
� 7� ������ �+ zj0 � "�������� B(zj0, δ) ⊂ ΛK(j0) 
��� �����
zj0 ∈ A(j)� 7� �
�� dist(zj0 ,ΛK(j)) ≥ diam ΛK(j) W��� ��� 4�NX�

?��� ��
� ���� B(zj0 , δ) 
�� ΛK(j) 
�� ����
���� �� ��� ��# ΛT (j)� ?�#�� 7� 
���+ .�����
�+
4�N�Q �� ψ̃ �� ��� �����
�� ��# 
�� ��� �
�� B(zj0 , δ) ����
���� �� ��� ����� ��
�����������

.��������� W4�N�TX 
�� �
������ �
8���

G = ΛT (j), Θ = ΛK(j) W4�N�LMX


�� B(zj0 , δ)� ;���� 7� �
��

R := dist(zj0 ,Θ) ∈ [K�
√
d�, 2K�

√
d�]. W4�N�LTX

&���� 7� �
� �
8� β = 2(2T )d� ����� �+ ��� ����������  �� ����+ �����
�� ���� j 7� �
��

‖ψ̃‖2
ΛT (j)

‖ψ̃‖2
ΛK(j)

≤ 2(2T )d =: β. W4�N�LRX

;���� �+ .�����
�+ 4�N�Q� ����� �#���� 
 �����
�� CqUC = CqUC(d,KV0,E, R, δ, β) ���� ��
�  ��
����+ �����
�� ���� j�

‖ψ̃‖2
B(zj0

,δ) ≥ CqUC‖ψ̃‖2
ΛK(j). W4�N�LSX

4����� �� 
�� ��� �����
�� ��#��� 7� ���
��

NNO



������ ��

j j0

A(j)

������ 4�NU ;�� ��# ΛK(j) �� d = 2U ��� ��
���������� ���� A(j) ����
��� ��� ����� ��
����������
7��� ��� ������ *����� ����� zj0 � ;�� ��
����
���� ������ �������
���� ���������  ��� .�����
�+
4�N�Q ���
��� ��� �
�� � ψ̃ �� ��� ���+ 
��
��

∑
	��
���� �
��

‖ψ̃‖2
B(zj0

,δ) ≥ CqUC

∑
	��
���� �
��

‖ψ̃‖2
ΛK (j) ≥

CqUC

2
‖ψ̃‖2

ΛL
. W4�N�OKX

?��� ��
� �� ��� ������ � W4�N�OKX ����� �
� �� ����
��� ����� ‖ψ‖2
B(zj0

,δ) ���
��� � ���


����+������� 7
+ � �#������� ψ �� ψ̃ 
�� ��� ��������� � f����� ��
����������f� ;� ��� �����
�������� ��� �#����� �
�� 7���� 
�� ��#�� {ΛK(j)}k∈Λ̃L


�� �����
��� ��� 
 ��# ΛK(j) ��
� ��
�� ��� �����
�+ � ΛL� ��� ����� ��
���������� ��#� �
+ ΛK(j0) ⊂ R

d \ ΛL� �� 
 ������ ��
�� � 
���� ��# ΛK(j′0) ⊂ ΛL� ;��� ��#� �� ����� �� ��� ����� ��
���������� � ���� ����� ��# �� ΛL

W��� ���� 4�LX�

;���� ��� ��� �� ��� ������ � W4�N�OKX ����
��� ���� ����� ‖ψ̃‖2
B(zj0

,δ) 
�� ‖ψ̃‖2
B(zj′

0
,δ)� 7����

zj0 ∈ D ∩ ΛK(j0) ⊂ D ∩ ΛL� zj′0 ∈ D ∩ ΛK(j′0) ⊂ R
d \ ΛL� 
��

‖ψ̃‖2
B(zj0

,δ) = ‖ψ̃‖2
B(zj′0

,δ). W4�N�ONX

;���� ���� ��� ��� �� ��� ������ � W4�N�OKX ����
��� 
� ���� L ������ � �
�� ���� ‖ψ̃‖2
B(z,δ)�

z ∈ D ∩ ΛL� ��
� ���

∑
	��
���� �
��

‖ψ̃‖2
B(zj0

,δ) ≤ 2
∑

z∈D∩ΛL

‖ψ̃‖2
B(z,δ) = 2

∑
z∈D∩ΛL

‖ψ‖2
B(z,δ). W4�N�OLX

NNQ
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���

j j0

B(zj0, δ)

ΛK(j)

∂ΛL

j′0

B(zj′0
, δ)

ΛL R
2 \ ΛL

������ 4�LU 4 ��# ��
� ��� �����
�+ � ΛL� /� ���+U ��� ����� ��
���������� 
�� ��� ������
�������� ������ ��
�� �� ΛL�

;��� +������ ∑
z∈D∩ΛL

‖ψ‖2
B(z,δ) ≥

CqUC

4
‖ψ‖2

ΛL
. W4�N�OOX

;�� �#������ ���������� �� K �� ����� �+ .�����
�+ 4�N�Q 
�� J��
�8 4�N�P� ;��� �
�

��� �� ���� �������+ �� Z�$NN� ;������ 4�N[� 7���� ��� ���������� �� R �� 7������ �#�������+�
7�����  �� R 
� �� W4�N�LTX� ����� ��� ������� ������� "�������� ���� ��
�� �+ ������������ � 
Ã(j)� R := dist(zj ,ΛK(j)) ∈ [K�

√
d�,K(�

√
d�)2]� �����  ��� W4�N�NKX 7� ��� ��
�

CUCP ≥ CC,d,V0,E
δ4

K2 �
√
d�2

(
δ

48K�
√
d�2

)2α

=: CUCP (K), W4�N�OQX

7����

α = max{Ca, (CbK
2
V0,E�

√
d�2)4/3 K4/3, ln(Cc(1 +K2

V0,E)
√

2(40�
√
d�)d/2 Kd/2)}. W4�N�OPX

?��� ��
� 7� �
� �����
α ≤ c2K

4/3 + c3 =: α′, W4�N�OMX

 �� ���� �����
��� c2, c3 ��������� �� ��� �����
��� �� 4�N�OP� ?��� ��������� ��
�

(
δ

48K�
√
d�2

)2α

≥
(

δ

48K�
√
d�2

)2α′

W4�N�OTX

;����  ��� W4�N�OQX 7� ��� ��
� ����� �#���� 
 �����
�� c0 ��������� �� �����
��� ������  ���
��� .
����
� �����
��� d, δ 
�� V0, E ���� ��
�

CUCP (K) = c1K
−c2K4/3+c3. W4�N�ORX

NNP



������ ��

��� 3
�������� 
��4
� ������
���� $�����$�� ��� ��������� �

(�� IL(x) = [x− L/2, x + L/2] ⊂ R �� ��� ������
� � ������ L �������� �� x ∈ R� 
�� ��������
��� ����
��� H0 = −∆ + V0 ���������� �� IL(x) 7��� *�������� �����
�+ ����������� �������
�+ H0,L� V� ���
�� 
 ��
����
���� ������ �������
���� ��������� ���
���� �+ Z9SM� $9KL
[  ��
����� �������� � H0,L� ;�� 
��
��
�� � ����� ���� �� ��
� �� ���� ��� ���+ �� ��� ����������+ � 
��� ������+��� �������
���� � ��������� �� �� �
� �� �#������ �� 
 *�������+�� �������
����
W �� 
� �#������� �� ������ ��
���� ��� Z&9KT� �&9KR[X� /� ����� �� 8��7 ��7 ��� �����
��
������� �� ��� �
�
����� R � 
 (r,R)�*����� ���� �� ��� ������ � ;������ 4�N�N� 7�  ����7 ���
���� � Z$9KL
� (���
 P[� 7������ �#�������+ ��� �����
��� ��������� /� ���� 7
+� 7� ���
�� 
�
�#������ ��7�� �����  �� ��� ��������
���� � 
� ����� ������� �� ��
�� �
��� ��������� �� ������
� 
 (r,R)�*����� ����

"��	�� �0�0�0 5�	 I ⊂ R �� � ����� ��	����� �� ��	 ψ �� �� ���������	��� �� 	�� �����	��
H0,L = −∆L + V0,L F�	� ���������� E ∈ I �� 52(IL(x))/ 	��	 �
/ −ψ′′ + V0,Lψ = Eψ� 8� s > 0/
�� ������
� 	�� ��	����� IL(x) ��	� L

R ��	�����
 �� ����	� R/ IR(k) ��� k ∈ Jx,L,R ��� 
��� 
�	
Jx,L,R� ����� � �
	
 � ���
	��	 C1

UCP 
��� 	��	∫
Λs(γk)

|ψ|2 ≥ C1
UCP

∫
ΛR(k)

|ψ|2 W4�L�NX

F���� 	�� ���
	��	 C1
UCP �
 ������� �� L ∈ N �� γk �
 �� ����	���" ����	 �� IR(k)� G�������/

�� F� �$��
V (x) =

∑
k∈Jx,L,R

u(x− γk), W4�L�LX

��� � �������6� ���������	��� �� H0,L/ F���� u ≥ u−χIs(0)� F� ����

〈V ψ,ψ〉 ≥ u− · C1
UCP W4�L�OX

��� � �����	 ���� �� 	�� ���
	��	 �


C1
UCP =

s

R
e−2Cs,V0,ER. W4�L�QX

0� ��� ������� ���� (���
� 7� ����
�� 
� ���������
�� ������  ��� Z$9KL
� (���
 P[� 7������
�#�������+ ��� �����
��� ���������

3���
 �0�0�0 8� s > 0/ s < R < L� 8�� ψ 	�� ���������	��� �����/ �� ��" k ∈ IL(x) 
���
	��	 IR(k) ⊂ IL(x)/ 	���� � �
	
 � ���
	��	 Cs,V,E 
��� 	��	

‖ψ‖2
Is(k+y) ≤ eCs,V,E |y|‖ψ‖2

Is(k) W4�L�PX

��� ��" y ∈ IR−s(0)/ F����

Cs,V0,E :=
4 · 182

s2
+ 4s2‖V0 − E‖∞. W4�L�MX

)����� V�  ����7 ��� �
�� ���� 
� �� Z$9KL
[� *�����  �� k ∈ IL(x)

φ(y) :=
∫

Is(k+y)
|ψ|2 ,  �� y ∈ IR(0), W4�L�TX
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��(� O���	�	�	��� ������ ���	����	��� ��������� ��� ����
��� �

����
|∂yφ(y)| ≤ 2‖ψ‖Is(k+y)‖ψ′‖Is(k+y). W4�L�RX

0+ ��
��
�� ������� �����
��� W��� ��� ���� � Z�;� ;������ T�LP[X

‖ψ′‖Is(k+y) ≤
2 · 182

s2
‖ψ′′‖ + 2s2‖ψ‖Is(k+y). W4�L�SX

0+ ��� ����� ������� ���
�����

‖ψ′‖Is(k+y) ≤
(

2 · 182

s2
+ 2s2‖V0 − E‖∞

)
‖ψ‖Is(k+y), W4�L�NKX

��

|∂yφ(y)| ≤
(

4 · 182

s2
+ 4s2‖V0 − E‖∞

)
‖ψ‖Is(k+y). W4�L�NNX

;�
� ���
|∂yφ(y)| ≤ Cs,V,Eφ(y), W4�L�NLX

7����

Cs,V0,E :=
4 · 182

s2
+ 4s2‖V0 − E‖∞. W4�L�NOX

;���� �+ ����7
��	� (���
� |∂yφ(y)| ≤ eCs,V,E |y|φ(0)� ��
� ���

‖ψ‖2
Is(k+y) ≤ eCs,V0,E |y|‖ψ‖2

Is(k). W4�L�NQX

)���� �� ������� ��(��� ?�7� ��������� IL(x) ���� L
R ������
�� � ���� R� IR(k)  �� k ∈ Jx,L,R�

������������ ��������� �
�� ������
� IR(k) ���� R
s ��
���� ������
�� � ������ s� Is(k+ yj) 7���

yj ∈ Jk,R,s� ?����� ��
� |yj| ≤ R  �� 
�� j�

0+ (���
 4�L�L 
������ �� ��� ������� k ∈ Jx,L,R 7� �
��

‖ψ‖2
IR(k) =

∑
yj∈Jk,R,s

‖ψ‖2
Is(k+yj)

=
∑

yj∈Jk,R,s

eCs,V,E |yj |‖ψ‖2
Is(k)

≤ R

s
eCs,V,ER ‖ψ‖2

Is(k), W4�L�NPX

7���� 7� ���� ���  
�� ��
� |Jk,R,s| ≤ R
s �

?�7� ����� (���
 4�L�L �� ����  �� ������
�� �������� �� 
�+ ����� � IL(x) 
�� y ∈ IR−s(0)�
�� �
������
�  �� 
� 
�����
�+ ����� γk ∈ IR−s(k)�

‖ψ‖2
Is(k) = ‖ψ‖2

Is(γk−(γk−k)) ≤ eCs,V,E |γk−k| ‖ψ‖2
Is(γk)

≤ eCs,V,ER ‖ψ‖2
Is(γk), W4�L�NMX

NNT



������ ��

7���� 7� ���� ��
� |γk − k| ≤ R� /�������� ���� �� 4�L�NP �����

‖ψ‖2
IR(k) ≤

R

s
e2Cs,V0,ER ‖ψ‖2

Is(γk). W4�L�NTX

;���� ���

‖ψ‖2
IL(x) =

∑
k∈Jx,L,R

‖ψ‖2
IR(k) ≤

R

s
e2Cs,V0,ER

∑
k∈Jx,L,R

‖ψ‖2
Is(γk). W4�L�NRX

��� 
 �������
� V ������ �+ W4�L�LX� ���� �������

〈V ψ,ψ〉 ≥ u−
∑

γk∈Jx,L,R

‖ψ‖2
Is(γk) ≥ u−C1

UCP ‖ψ‖2
IL(x), W4�L�NSX

7���� C1
UCP �������

C1
UCP =

s

R
e−2Cs,V,ER. W4�L�LKX

��! ����
������ �� ��� ���
�� ���� ������ ��� 5��������
��

�$������ �� ��� �����4
�����

V� ����
�� ZJ"9NL� ;������ Q�S�W
X[�  �� 
 *����� �������
� 7��� 
� ������+��� (r,R)�*�����
����

"��	�� �0�0�0 5�	 V0 : R
d → R �� ����� �� ���
������/ t ∈ (0, 1]/ δ ∈ (0, R/4]/ {zk}k∈RZd ⊂

R
d � 
������� 
��� 	��	

∀ k ∈ RZ
d : B(zk, δ) ⊂ ΛR(k)

5�	 χ ���	� 	�� ������	���
	�� ����	��� ��
⋃

k∈RZd B(zk, δ) �� W ≥ C− · χ � ����� ��	��	���
F�	� C− > 0� 8�� L ∈ N �� x ∈ R

d/ ���	� �" λx,L(t) = inf σ(Ht,x,L) 	�� ��		�� �� 	�� 
���	���
�� Ht,x,L := −∆ + V0 + tW �� ΛL(x) F�	� ������� �� ��������	 ������" ����	���
� ����

∀ t ∈ (0, 1] : λx,L(t) ≥ λx,L(0) + κ · t

F���� κ := C−·CsfUC �� CsfUC �
 	�� ���
	��	 ���� 	�� 
��������� ������ ���	����	��� ����������

&���� CsfUC �� ����� �� ;������ 4�N�N�

4����H 4�O�L� �� /� ��� 
�����
������ W �� ��� *����� �������
� 
�����
��� �� 
 (r,R)�*�����
��� D� D = {zk}k∈RZd � ;���� ���� ��� �������� ������ ��
��� ��
� 
 *�������+�� �������
�
���� � 
� ����
��� H0,L = −∆L + V0,L� 7���� V0 �� �������� �������� 
 �
� �� ���
������
� ������ � ��<� ����������
� �� �����
�� �� ��� ��
����
���� ������ �������
����
���������  ��� ;������ 4�N�N�

��� /� ��������� d = 1 7� �
� ��� ;������ 4�L�N �� ���
�� ��� �
�� ������� ��� 7��� CsfUC,d

����
��� �+ ��� �����
�� C1
UCP ������ �� W4�L�QX�

NNR



��A� ��� %��F���� �����

)����� ;�� ����
��<�� ������ ��
�� ψ(t) � Ht,L,x �
������

λL,x(t) = inf σ(Ht,L,x) = 〈ψ(t),Ht,L,xψ(t)〉 W4�O�NX

?��� ��
� ���  
���+ � �������
�� V0 + tW � t ∈ [0, 1] �� ��� ����+ �������� ;��� ��� ���
{λL,x(t) : t ∈ [0, 1], L ∈ N} �� ����
���� �� 
 ����
�� ������
� /g ⊂ R� V� 7��� 
���+ ��� ��
��� ���
������ �������
���� ��������� �� ����  
���+ � �������
��� ?��� ��
� ��� �
�
����� K 7����
������ ��� �����
�� CsfUC �� ������� ��� ����+ �+ ��� ����� ������ sup{‖V0 + tW −E‖∞; E ∈
/g, t ∈ [0, 1]}� /�  ����7�

λL,x(t) = 〈ψ(t),Ht,L,xψ(t)〉 = 〈ψ(t),H0,L,xψ(t)〉 + t〈ψ(t),Wψ(t)〉 W4�O�LX

≥ 〈ψ(t),H0,L,xψ(t)〉 + C− · CsfUC t W4�O�OX

≥ λL,x(0) + tκ W4�O�QX

7���� �� ��� �
�� ���� 7� ���� ��� �����
# ��������� �� ��� ����
��� H0,L,x� /� �
������
��  ��
t = 1�

λL,x(1) ≥ λL,x(0) + κ. W4�O�PX

J��
�� ��
� 7� ������ �+ P0,L(I) ��� ������
� ���!����� � H0,L 
�����
��� �� ��� ������
� I�
?�#�� 7� ���
�� ZJ"9NL� .�����
�+ Q�NK[U

��	���
	) �0�0�0 5�	 	�� �"��	��
�
 �� ��	�	��� �� ������� ��I�� ��� �� �

��� 	��	
��������	 ������" ����	���
 ��� ����
�� �� 	��
 ��
�/ F� H��F 	��	 ��� ��" x ∈ R

d �� L ∈ N

λL,x(0) ≥ Emin := inf σ(−∆ + V0).

����
∀ t ∈ (0, 1] : λL,x(t) ≥ Emin + κ · t

8� q ∈ (0, 1) �� 
�	 I = (−∞, Emin + qκ]� ���� 	�� �����F��� �����	���	" ��������� ���


P0,L(I)WP0,L(I)geq(1 − q)κP0,L(I)

0+ �
8��� q = 1/2� 7� �
�� ��
�

P0,L(I)V P0,L ≥ κ

2
P0,L. W4�O�MX

;��� �����
�� �� �����
��  �� ��� ���� � 
� �����
� V����� �����
��� 7���� ��� V����� �����
��
QW = (κ/2)−2Q�  �� ���� �����
�� Q ��������� �� ��� �
�
������ � ��� ������ 
� �
� �� ����
�� WO�L�LQX W��� ���� Z.&$KT[X�

��' ��� 0��"��� ������

/� ����� �� �
8� .�
���� P ��� �����
����� 7� ���
�� � ��� ��������� � 0��7��
� ������ 
�� ���
��+��
�2$
�2h��  �����
 ���� �� ��� ���� � (���
 P�L�L� V� ���
�� �������  ��� Z0�("KQ�
������� N�L[�

NNS



������ ��

(�� t > 0 �� �#��� ;�� 0��7��
� ������ b(s) 
�����
��� �� ��� �
�� (x, y) ∈ R
d × R

d 
��
��� ���� ������
� [0, t] �� 
 �����
���� ������� 7��� �
���� �� R

d ��
����� �� x ∈ R
d 
�� ������ ��

y ∈ R
d� ;�
� ��� ��� ������ b(s) = (b1(s), b2(s), ..., bd(s)) �� ���� ��
� b(0) = x 
�� b(t) = y� /��

���������� bj(s) 
�� ������������ ����������  �������� � s ∈ [0, t] 
�� 
�� ����������� 
��������
�� 
 �
����
� ����
�����+ ��
���� 7��� ��
�

s 
→ xj + (yj − xj)
s

t
,  �� s ∈ [0, t], W4�Q�NX


�� ���
��
���
(s, u) 
→ min{s, u} − s u

t
 �� (s, u) ∈ [0, t] × [0, t]. W4�Q�LX

;�� !���� ����
�����+ ��
���� �� ������� �+ µ0,t
x,y�

.������� ��� ����
��� H = (−i∇−A)2 + V � 6���� ���� �����
���+ ���������� �� A 
�� V
W��� Z0�("KQ� *�������� N�N[X� 7� �
� ����� ��� 1������
� 
�����  �������
�

St(A,V ; b) = i

∫ t

0
�b(s) ·A(b(s)) +

i

2

∫ t

0
(∇ ·A(b(s))�s+

∫ t

0
V (b(s))�s). W4�Q�OX

/� Z0�("KQ� ;������ N�NK[ �� 7
� ������ ��
� e−tH �� 
 7��� ������ ����
���� ����� �+ ���
��+��
�2$
�2h��  �����


e−tHϕ =
∫

Rd

kt(·, y)ϕ(y)�y, W4�Q�QX

7���� ��� ���������� ������
� 8����� kt(x, y) �� ����� �+

kH
t (x, y) :=

e−|x−y|2/2t

(2πt)d/2

∫
µ0,t

x,y(db)e
−St(A,VPω ;b). W4�Q�PX

;�� ���������� � kt(x, y) 
�� ������ �� Z0�("KQ� (���
 N�T[� /� �
������
�� 7� ���� ��
�
kt(x, y) �� &������
�� ��
� ��� kt(x, y) = k∗t (y, x)  �� 
�� x, y ∈ R

d 
��  �� ����+ x ∈ R
d� kt(x, ·) ∈

(2(Rd)�

NLK
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Z4[ �� 4����� 5��	���
 �� �����	�� ������" ����� �������
� 4"� .�����
 %����������
%���������� J/ WLKNKX�

Z4SQ[ "� 4�<���
�� 5�����6�	��� �	 F��H �
����3 
��� ������	��" ����
� J��� "
���
%�+��  8 ��0 ��� WNSSQX� NNMO2NNRL�

Z4"SO[ "� 4�<���
� 
�� �� "����
���� 5�����6�	��� �	 ����� �
���� �� �	 � 	����
�������
3 �� ������	��" �����	���� .���� "
��� %�+�� ���� WNSSOX� LQP2LTR�

Z4VNN[ "� 4�<���
� 
�� �� V
�<��� ��
���� �� ������	" ��� ��� 	�� ����
�� �����
��	��	��� �� 	��� �����
 �	 F��H �
����� 1���� %�+�� (���� ! 8 ��0 ��&&��

Z4��PR[ %� 4�������� ��
���� �� �&�
��� �� ���	��� ����� ��		���
� %�+�� J��� 8 ��0
�&!� WNSPRX� NQSL2NPKP�

Z4$SR[ �� 4��� 
�� 4� $�
� � G�	��� �� ������� ��	��	���
� ?������
���+ ��� WNSSRX�
NTP2LKK�

Z0
�"KL[ "� 0

8�� 6� ������ 
�� J� "���+� -��	 �
 �������� ����P

�D��U�
��iKLKOLPL�N �

Z0
"KK[ "� 0

8� 
�� J� "���+ W����X� �����	���
 �� ��	����	���� ���
���"
	��
� �4G
��������� 
����
� ������ NO� 4"� WLKKKX�

Z0��KO[ �� 0������
��� ��������	�	��� �����	�" �� �������� 
���
� /�U 7����	��� ��
����������� G�	��
 ��� O���	�� 8��� �����"/ !L���� � 5�"��/ (@@�#� V����
���� %���������� �
��� RM2NPM�

Z0/�;RS[ �� 0������
��� 0� ������� 1� �������
� 
�� *� ;���
��� +���	��� ������	��
 �� ���
����
����� ���
����"
	��
� .������ "
��� %�+�� ���� WNSRSX� PLT2PQO�

Z0��1SQ[ �� 0������
��� &� �����<�0
����� 
�� 4� �
� 1���� ��� ��� �����	�	��� 7����	�"
�� 	�� O���	�� '��� 2&��	� �� "
��� %�+�� ��� WNSSQX� POTO2PQTN�

Z04"JKP[ �� 0�� 4����� �� "����
���� 
�� 4� J
�C��<� ����
�	��� ���� 	�� ������� 	�
	�� ������� �
"��	�	��
 ��� � ����� F��H �� ����� ��
	����
� ;�� 4��
�� � 
%���
�����+ ��8 ��0  � WLKKPX� LNQS2LNRT�

Z0LR[ �� 0����� E��� �� O���	���������H �� 2��H	����� �� ?��
	�����		���� j� %�+��
��� WNSLRX� PPP2MKK�
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�� 4� ������ W����X� ��	����	��� 
	����
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"
	��
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�������� WLKKPX� �
��� NKO2NNT�

Z0�$KQ[ ���"� 0������� �� ��������� 
�� 4� $����� +���� �����	��� ���" �� �����	�� H�����

��� ����	���
 �� ��������6� +���,����� �����	��
� %���� 4���� "
��� ���� ���8
��0 !� WLKKQX� LTKO2LTNL�

Z0�$�KP[ ���"� 0������� �� ��������� 4� $����� 
�� �� �����8��� 5����� ��
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� 	����" ���
�����	�� +���,����� �����	��
 �� �
����� ����� �� ������ 4�� �� � WLKKPX�
OKN2OTL�

Z0�$KP[ �� 0����
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 ����
���%��������
���� �� ������ ����
���� /������ "
��� � �� WLKKPX� ORS2QLM�

Z0�"(�NN[ 4� 0����� �� "������ *� (��<� 
�� %� ������
��� �� �����	���	" ���������/ -�����
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	���	�
 �� ������6�	��� ���� S��	��	��� ��������
� "
��� j�������� � � !8 ��0
�+�� WLKNNX� MMO2MTK�

Z0�"?��KM[ 4� 0����� �� "������ �� ?
��8�� %� ������
��� 
�� �� ����<� 5�����6�	��� ����
S��	��	��� ��������
 ��� ����	����� �����	
 �� �������	���
� �� 4�
�� "
���
�&&� WLKKMX� RO2NNM�

Z0�"�KO[ 4� 0����� �� "����� 
�� %� ������
��� �"������� ������6�	��� ��� ���	�����
����� 
������ ����
� 4���� "
��� W0
���X $&8 ��0 �� WLKKOX� RT2ST�

Z0�"��KP[ 4� 0����� �� "������ %� ������
��� 
�� �� ����<� ��
���� �� ���	�����
 
���	���
	"��
 ��� ���	��� ���
	�	�����" ����� ����
� 4��� &���� %����
��  8 ��0 ��
WLKKPX� OKS2OLM�

Z0�("KQ[ $� 0������#� &� (����8�� 
�� %� "5����� ���	�����
 ��	����� H�����
 ��� �������
+���,����� 
��������
 �� 	���� 
���	��� ���9��	���
� �� ������ 4�
�+��� ����
WLKKQX� LRT2OLO�

Z.$"RT[ J� .
����
� 4� $����� 
�� �� "
��������� ����
�� ������6�	��� ��� %�������� ��
�	��� 
������� ��	��	���
� .������ "
��� %�+�� �&$� WNSRTX� QN2MM�

Z.&SM[ �� "� .����� 
�� %� &������ 5���� '����	�����
 F�	� ����� ��	��	���
3 5�����
�6�	��� �� 	�� ���
�	" �� 
	�	�
� .������ "
��� %�+�� ���� WNSSMX� MKO2MLS�

Z.&$KO[ ���"� .������ %� &������ 
�� �� $����� ',��� ���	����	" �� 	�� ��	����	� ��
�	"
�� 
	�	�
 ��� 
��� ����� �����	�
 �	 ��� �������
� /�"�J�?� �� WLKKOX� NTS2LKS�

Z.&$KT[ k� �� ��	���� -����� �
	���	� �� �	
 �������	��� 	� 	�� ������ ���	����	" ��
	�� ��+ ��� ����� +���,����� �����	��
� *�8� "
��� �� ��&8 ��0 �� WLKKTX�
QMS2QSR�

Z.&$JKQ[ �� "� .������ %� &������ �� $����� 
�� �� J
�8��� 7����� ���	����	" �� 	��
��	����	� ��
�	" �� 
	�	�
 ��� ����� 5���� '����	�����
� .���� %
���
� *� �
 ������
� 1��
����� �!� WLKKQX� NNRT2NLNO�

NLL



�����������	

Z*KK[ *� *
�
��8� 7�����	"�� �������	
 �� 	�� 
���	��� 	����" �� ��������
�����
���
���"
	��
� /�U �����	���
 �� ��	����	���� ���
���"
	��
� �4G G������ +����
������ NO� 4���� "
��� ����� �
��� LTT2OKP�

Z*��KL[ *� *
�
��8� J� ����� 
�� �� ����<� 5�����6�	��� ��� ��������
�����/ ���	�����/
%�������������
�� ����
� *�8� "
��� �� ���8 ��0 �� WLKKLX� PS2NKK�

Z*�KN[ *� *
�
��8 
�� %� ������
��� G��	��
���� ����"
�
 ������
 
	���� "������� ���
����6�	���� ����� ������ 4�
�� ��8 ��0 �� WLKKNX� NN2LS�

Z*(�RP[ �� *��+��� I� (��+� 
�� 0� ������
��� ����
�� ������6�	��� ��� ���	�����
�����

"
	��
 �	 ����� �
���� �� ��F �����"� .������ "
��� %�+�� �&&� WNSRPX� QMO2
QTK�

Z*9TP[ "� *� *���8�� 
�� �� J� �� 9
�
��
�� �
"��	�	�� ��� 	�� -����� 
��
���� .���
���� %��� 4���� "
��� �$� WNSTPX� PLP2PMP�

Z19KO[ (� 1��
���
<
 
�� �� 9������
� E�	���� 	������"����� ��������	��
 ��� 
���	���

	� ��������� ����	���
 F�	� 5��
���	6 ������ ���T����	
� .������� "
��� ����
WLKKOX� TS2RT�

Z��$"KT[ 4� �������� �� ��������� 4� $����� 
�� %� "5����� )��
�
	���� �� ����
�� ������
�6�	��� �� +���,����� �����	��
 F�	� ���"��� ����� ��	��	���
� 4�8��  �� "
��
��� WLKKTX� NP2OK�

Z�"��RP[ �� ��'������ �� "
��������� 1� �������
� 
�� ;� �������� ���
	���	��� ����� ��
������6�	��� �� 	�� ����
�� 	���	 ������ ����� .���� "
��� %�+�� �&�� WNSRPX�
LN2QM�

Z��RO[ �� ��'����� 
�� ;� �������� ��
���� �� �&�
��� F�	� ����
�� 	���	 ������ ����
��� ����� �
���� �� ��F �����"� .���� "
��� %�+�� $$� WNSROX� NPN2NRQ�

Z��$�RR[ ;� ��!�7
�
 
�� "� $�
!�C� +	���	�" ������6� �����
	�	�
 �� � 	���������
�����
)����
� ��		���� %�+�� J��� 0 �$� WNSRRX� NLSKO2NLSKT�

Z�
$�KP[ �� �=����� 
�� V� $'���� ��� )�������� ����
�� G���� /����
����� �����
����
�+����� %
�� /� �������� WLKKPX� �
��� NPO2NTS�

Z�
$�"�KT[ �� �=������ V� $'���� 
�� �� "����
���� 7����	��� ������	���6�	��� �� ��	����	�
	���" �� 	�� ��������� ����
�� ����� 4��� %���
�� ��� WLKKTX� QOS2QSS�

Z�
"�SK[ �� �=����� 
�� �� "����
���� )�������� �������
 ��� 	�� ����
�� ����3 ��
��	����		���" �� ����	� 	����
� .������ "
��� %�+�� ���� WNSSKX� MNO2MPP�

Z�KR[ �� ��������� 4����	 ������
 ����	 ������6�	��� �� ���	����� ����� +���,�����
�����	��
 F�	� �� � 	��
��� 	� �����"��� ������ 
�	
� "
����
���
� ������� ��
��
���� ����
����� V���� ���� %����� &
�8���
�8� ?� WLKKRX� �
��� TS2SM�

Z��0SR[ �� �������� 
�� �� �� 0������ �"������� ������6�	��� ��� �
���	� �� ���	�����

����� +���,����� �����	��
� .������ "
��� %�+�� �!�� WNSSRX� OLO2OQN�

Z�$KN[ �� �������� 
�� 4� $����� %��	
	��� ���	�
���� ����"
�
 �� ������6�	��� �� �����
����� .���� "
��� %�+�� ���� WLKKNX� QNP2QQR�

NLO



�����������	

Z�$KO[ k� 2 �����	 $��	� ������ ���	���� ��� ������6�	��� �� ���	�����
 ����� ���� ��
�������	���
� �����  ����� 
�
�� ��8 ��0  � WLKKOX� NLKN2NLOR�

Z�$KQ[ k� � ������	���6�	��� �� 	�� ����
�� ��	�����
���	�� 	���
���	 	���
�	���� *�8�
"
��� �� ���� WLKKQX� OKS2OPK�

Z�$KM[ k� ��F ������	���6�	���
 �� 	�� ������ �� ������	� ������6�	��� ��� �����
+���,����� �����	��
� �� ��
�� %�+�� ���� WLKKMX� TO2SQ�

Z�$NN[ k� � ���������
��� ����� �� ������6�	��� ��� ���	�����
 ����
�� ����
 F�	�

������� ����� ��	��	���
 ;� 
���
� �� �1"��

Z�&$KT[ �� ��������� 4� $����� 
�� %� &������ 5�����6�	��� ��� +���,����� �����	��

F�	� )��

�� ����� ��	��	���� �����
� � ��� 1�����
� "
����
���
� ������+
!� WLKKTX� PTT2MKT�

Z�$�KT[ �� ��������� 4� $����� 
�� �� &� �����8��� �"������� �������6�	��� �� �����
5���� '����	�����
� 4��
�� � "
����
���� �  � WLKKTX� LNP2LQQ�

Z�$�KS[ k� O���	�6�	��� �� 	�� '��� �����	���� �� �������6�	��� �� ������ 5����
'����	�����
� J����7� �� "
����
���
� %�+���� ��� WLKKSX� NKQP2NKRK�

Z�"J"[ �� ��������� %� "5����� 
�� .� J�!
��"����
� �"������� ������6�	��� ��� �������
����
�� �����	��
� /� ����
�
�����

Z�J"NN[ �� �������� 
�� .� J�!
��"����
� �"������� ������	" ��� ��� ������
 �����
5���� '����	�����
� J/"� $�8+���8� 0���
��� '��� WLKNNX� LP2OQ� %�������
���� � ��� .�� ������ )������
 � J
���� H���
���� 
�� J��
��� ;�����-�

Z�;[ *� ������� 
�� ?� ;��������� 2����	�� ���	��� �&����	��� ����	���
 �� 
���� �����
��������� 0����� WNSROX�

Z�"%TT[ /� ���������� �� "����
���� 
�� (� %
����� � ���� ����	 
���	��� �� 	�� 
	����
	��
��������
����� +���,����� ����	���� ���8�� 4�
�� 4���� ��� WNSTTX� N2NK�

Z�&9KR[ "� �� ������� "� &���� 
�� /� 9�����:� E�	���� -����� �
	���	�
 ��� �����
+���,����� �����	��
 �� ��	��� �����
� /�U )���� +"���
� )��� G�	��� ����"
�

�� �����
 �� �	
 �������	���
� ������ TT� 4���� "
��� ����

Z&
�RL[ 0� /� &
������� O���	�6� '��� �����	����/ ������	�����"��� ��� 
	�	�
/ �� 	��
� �
	���� �� � 	��� 
	�	�
 �� � 	F������
����� �
����� ��	��	���� %�+�� J���0
��� WNSRLX� LNRP2LNSK�

Z&9KT[ "� &��� 
�� /� 9�����:� � ������ -����� �
	���	� ��� ����" 	"�� +���R����� �����
�	��
 �� ��	��� �����
� �� "
��� %�+�� �$9 ��0 !� WLKKTX� KSLNKT�

Z&KR[ %� &������ 5��	���
 �� 4���� +���,����� E����	��
� /�U .� 9�����
� 0�
� W���X�
8���	� +����� +����� �� ����"
�
 �� G�	����	���� )�"
��
3 	����
 �� 
����
	��� 	����" �� ����	�� ��������
/ G�" (@@M/ 1�����
�� �������� ��	U����
� G� ���/ ����������/ G� ���� ���	�������" G�	����	��
� ������ QTM� 4����
"
��� ����

Z&� SR[ 4� &� � )������	��� �� )����
� 	�����
� .
�
�� "
��� 0���� ��� WNSSRX� NMM2NTT�

NLQ



�����������	

Z&("VKN[ ;� &�� ��� &� (����8�� %� "5����� 
�� �� V
�<��� 2 �
	���� �� ��������

 ��
	�� ��	����	� ��
�	" �� 
	�	�
 ��� +���,����� �����	��
 F�	� �����	�� $��
 ��
������� ����� ��	��	���
� J����7� �� "
����
���
� %�+���� 8 ��0 ��� WLKKNX�
NPQT2NPRN�

Z��KP[ 0� ���8���
�� 
�� 0� ��
������� ��� O���	�� '��� 2&��	 �
 �� 2���	����� 4�
�
�
	���� +	����� /�U ��� O���	�� '��� 2&��	3 )������� +������ (@@A� 0��8�=����
9���
� WLKKPX� �
��� PP2NON�

Z$[ ;� $
��� )��	����	��� �����" ��� 5����� E����	��
� ���������9���
� WNSTMX�

Z$SM[ V� $������ -����� �
	���	�
 �� ����
�� ������6�	��� ��� ����"�	"�� ��	��	���
�
"
��� j�������� � ���� WNSSMX� PKT2PNL�

Z$KT[ k� �� ����	�	��� 	� ����� +���,����� �����	��
� /�U 4���� +���,�����
�����	��
� )�������
 �	 +"�	�*
�
� ������ LP� �"��

Z$"RL
[ V� $����� 
�� �� "
��������� E� 	�� ������ ������	��
 �� 	�� 
���	��� �� �������
����� �����	��
� �� J���� 4���7� "
��� ���� WNSRLX� NQN2NPM�

Z$"RL�[ k� E� 	�� 
���	��� �� +���,����� �����	��
 F�	� � ����� ��	��	���� .����
"
��� %�+�� $�8 ��0 �� WNSRLX� OLS2OPK�

Z$"RO[ k� 5���� ����	���
 �� 5��
��	6 
��������	" �� 	�� ��	����	� ��
�	" �� 
	�	�
 ��
����� '����	�����
� .���� "
��� %�+�� $!8 ��0 �� WNSROX� LT2QK�

Z$"�KT[ V� $����� 
�� 0� "��<���� ��� ��	����	� ��
�	" �� 
	�	�
 ��� ����� +���,�����
�����	��
� /�U +���	��� �����" �� G�	����	���� )�"
��
3 � 8�
	
�����	 �� '����
�� %���" +�����
 J@	� %��	��"/ )��	 (� )���� +"��� )��� G�	��� ������ TM� 4����
"
��� ����� �
��� MQS2MSM�

Z$�RM[ V� $����� 
�� 0� ������ 5��
��	6 	���
 ��� ������� ���
 ����� ��	��	���� �� ��
��
%�+�� ��� WNSRMX� TSS2RKR�

Z$��SR[ V� $������ %� ������
��� 
�� �� ����<� 5�����6�	��� ��� ����� ���	����	���
 ��
������� +���,����� �����	��
� J
���� H���� �����
���� 1��
�����  � WNSSRX�
LQN2LMR�

Z$9KL
[ V� $����� 
�� /� 9�����:� 2 �
	���� �� 	�� ��
�	" �� 
	�	�
 ��� ��������
�����
����"�	"�� ��	��	���
 F�	� 
���� 
�����	� .������� "
��� �&�� WLKKLX� NTN2NTM�

Z$9KL�[ k� -����� �
	���	� ��� 
���
� �� �	��� ��������6� ����" 	"�� ��	��	���
� %����
/���
� 4�
�� ����� "
��� ���� ���8 ��0 �� WLKKLX� NON2NQM�

Z$(�KO
[ �� $�
������ *� (��<� 
�� %� ������
��� ������ "������� 
"
	��
3 ������ ���	���

�� �������	���
� /�U &� J� ;����� W���X� O��
���"
	��
/ +	���	��� �� )�"
����
)�����	��
� V���+�9.& WLKKOX�

Z$(�KO�[ k� ��
���	����	��
 �� 	�� ��	����	� ��
�	" �� 
	�	�
 ��� ����� �����	��
 ��
������ 
�	
� .���� "
��� %�+�� ���� WLKKOX� LOP2LQO�

Z$(�NN[ k� ������ ���
���
 �� $��	� ����� ������ �	" �� �������	���
 	� 
���	��� 	����" ��
��������
����� ���	����� ����
 �� ���
���"
	��
� *������� .������ *+�� �+���
�!8 ��0 �� WLKNNX� NPPO2NPTN�

NLP



�����������	

Z$SR[ 4� $����� 2 	��� 
	�	�
 �� 	�� ����
�� ���� �� 	�� %�	�� ��		���� 4��� "
���
8 ��0 ���� WNSSRX� NMO2NRQ�

Z$$�KL[ 4� $����� 4� $������ 
�� "� ��� ���� 7�������6� ���������	���
 ��� F���
 �� �����
�������
 ����� �� �� 4�
�� �!&� WLKKLX� NPN2NRP�

Z$(�SK[ 4� $����� (� (
����#� 
�� 4� ������ 5�����6�	��� ��� 	�� ����
�� G��� �� � +	���
F�	� +������� )�	��	���
� �� ������ 4�
�� !�� WNSSKX� NOP2NPP�

Z$�SP[ �� $����� 5�����6�	��� ��� 
��� ���	�����
 ����� +���,����� �����	��
� .���
���� "
��� %�+�� � �� WNSSPX� PPO2PMS�

Z$�SS[ k� ��	����� 5��
��	
 	���
 ��� ����� ���	����	���
 �� ������� +���,����� ������
	��
� *�8� "
��� �� !$8 ��0 �� WNSSSX� OOP2OSM�

Z$�KL
[ k� -��H �
���� ������6�	��� �� 5��
��	6 	���
� .������ "
��� %�+�� ���8 ��0 ��
WLKKLX� NLP2NPP�

Z$�VKL[ �� $���� 
�� ;� V��G� 5��
��	6 	���
 ��� (�����
����� ����� +���,����� �����
�	��
� �� 4�
�� "
��� $$� WLKKLX� MO2NQT�

Z$���RM[ "� $������� 
�� 0� �������
��� 2���	����� +	�	�
 �� � )����
� 5�		���� %�+��
J��� (���� � � WNSRMX� LTQK2LTQO�

Z$�RT[ &� $��<� ��� ����	�� '��� �&��	 ��� ����	���
 �� � ����� ��	��	���� .������
"
��� %�+�� ���� WNSRTX� NLN2NQP�

Z(%KO[ �� (
�
��
� 
�� %� %��
�
���� 4���	�	��� ������ 
�	
 �� O��
���"
	��
� 1������
;����+ *+�
�� �+����� ��� WLKKOX� RON2RMT�

Z(RN[ J� (
������� O���	�6� ���� �����	���	" �� 	F� ����
���
� %�+�� J��� 0 ���
WNSRNX� PMOL2PMOO�

Z(�"���KL[ ���I� (��� J� "���+� 
�� 0� �����+
8� )��� ����	 "������� �� �&���	���

���	��� 4��� &� %����
�� 8 ��0 �� WLKKLX� N2NT�

Z(KS[ *� (��<� ���	����	" �� ���������	���
 �� �������" ������ "������� 
"
	��
 ��
��	��
�	" �� %���� ���H
� .���� "
��� %�+�� �$�� WLKKSX� LLP2LPR�

Z(�KO[ *� (��< 
�� %� ������
��� ������ "������� 
"
	��
 �� �

����	� ����� ���
���	��
� /�U �� "� .����� �� 
�� W����X� )���� E�G)/ ���
	��	� (@@�� ;���

�����
�����

Z(�KM[ k� 7������ 
�	
 �� 
����
 �� ���
���
 �� ������� 
������� ���	�����
 
���	���
��� ������ '����	�����
� *�8� "
��� �� ���8 ��0 �� WLKKMX� LKO2LNT�

Z(9KS[ *� (��< 
�� /� 9�����:� '����	�����
 �� �
���	� 
	���	���
3 9���
 �� 	�� ��	����	�
�
�	" �� 
	�	�
 �� ������� ������������ "
��� j�������� � � �� WLKKSX� RNO2ROP�

Z(MP[ /� (� ����<� 2����" 
���	��� 
	���	��� �� ����	�� 
	�	�
 �� �
����� �����
�

"
	��
� ������ %�+���� 6���8�� �� WNSMPX� PQS2PTO�

NLM



�����������	

Z"�RP[ �� "
�������� 
�� 1� �������
� 4����H �� 	�� ��
���� �� 	�� ��
���	��" ���	�����


���	��� ��� d�����
����� +���,����� �����	�� F�	� ����� ��	��	��� ��� �����
�
���� �� ��F �����"� .������ "
��� %�+�� !�� WNSRPX� QMP2QTN� 1��
��� �����
SR�PTS WNSRPX�

Z"�<RT[ �� 4� "�<�������� 5��
��	6 
��������	��
 ��� ������� �����	��
 ���
 ����� ��	���
	���
� �� ��
�� %�+� �!� WNSRTX� NNRN2NNSK�

Z"JKT[ %� "5���� 
�� .� J���
��� 4���� ���������
 �� �������� �����
3 ������ ��

���	��� ������	��
� 
�D��UKTKS�KRLN�N �

Z"JNL[ k� 2����� ������	��
 �� ������" ������� ����	 
�	
� �� 
���
� �� .
�
�� ��
"
�� �

Z?TT[ �� ?
8
�� E� 	�� 
���	��� �
	����	��� �� 	�� +���,����� �����	�� F�	� �����
��	��	���� �
�� �� "
���� ��7 ���� �� WNSTTX� NNN2NOS�

ZH0�.[ 4� H8
��� 0� 0����� $� �����
�
� 
�� �� ?� .���� +��	��� ��

���	���
3 ������	

�� �������	���
 �� L������ �������
� V���+ ������ �� %���
�����+ 
�� ��
��������
���� V���+ 
�� ���� WLKKKX�

Z%TT[ (� %
����� %�������� �� 
��� -����� ��	�����
 ��� t→ ∞ �� 	�� ��
�	" �� 
	�	�

�� 	�� +���,����� ����	��� F�	� ����� ��	��	���� ;���� "
�� ��<� ��� WNSTTX�
RR2SP�

Z%RK[ k� +���	��� ������	��
 �� �
����� 
"
	��
 �� 	�� ������" ����� ���	���� .���
���� "
��� %�+�� ��� WNSRKX� NTS2NSM�

ZJ�/[ "� J��� 
�� 0� ������ G�	��
 �� G���� G�	����	���� )�"
��
 �3 8���	�����
����"
�
� 4�
����� %���� WNSTLX�

ZJ�/9[ k� G�	��
 �� ����� ��	����	���� ��"
��
 �L3 ����"
�
 �� �����	��
� 4�
�����
%����� ?�7 I��8 WNSTRX�

ZJ"NL[ .� J�!
��"����
� ������	���6�	��� �� 	�� ����
�� ��	�����
���	�� 	���
�	��� ���
��� ������ �����	��
 �� �������	���� 4��� &���� %����
�� *H/U NK�NKKTi�KKKLO�
KNL�KNMO�L WH����� ����X�

ZJ"9NL[ .� J�!
��"����
 
�� /� 9�����:� +��������� ������ ���	����	��� �
	���	�
 �� ���
�����	���
 	� ����� +���,����� �����	��
 WLKNLX� 4�������  �� ������
���� ��
.���� "
��� %�+��

Z���[ "� ������
�� O��
���"
	��
 �� 7����	�"� .
������� 6��������+ %����� .
�������
WNSSPX�

Z���RQ[ *� �������
�� /� 0����� *� ��
��
�� 
�� �� V� .
��� G�	����� ���
� F�	� �����
����� �����	�	����� ���� �� �� 	���
��	��� 
"���	�"� %�+�� J��� (���� ��� WNSRQX�
NSPN2NSPO�

Z�RT[ 0� ������ ��	����� 5��
��	6 	���
� �� ��
�� %�+� � � WNSRTX� SNN2SNR�

Z�VRM[ 0� ����� 
�� ;� V��G� +������� ���	�����
 
���	��� ���� ���H ��� ���	����	���

�� ������6�	��� ��� ����� '����	�����
� .���� %��� 4���� "
��� �!� WNSRMX�
TP2SK�

NLT



�����������	

Z�[ %� ������
��� �����	 �" �
����3 %��� 
	�	�
 �� ����� ����� )�����

 ��
G�	����	���� )�"
��
� ������ LK� 0��8�=����� 0����� WLKKNX�

Z��RS[ 4� �5��� +������� ���	�����
 
���	��� �� � ���	�� 
�	 �� 6��� 5���
��� ���
���
��� 	�� 8�������� '����	������ �� ��
�� %�+�� � � WNSRSX� PLP2PON�

Z;�RN[ *� ;�������� 5�����6�	��� �� 	�� 	F������
����� '��� �&��	� �� %�+�� . ���
WNSRNX� OQTP2OQRK�

Z�&PO[ (� 9
� &���� ��� ���������� �� 
��������	��
 �� 	�� ���
	�� ��������" �
	����	���
�� � ��"
	��� %�+�� J��� $!� WNSPOX� NNRS2NNSO�

Z9SM[ /� 9�����:� 5�H���
������ ��� 6��V���� ��
	,�	�� ������
���� +���,����������	����
�� �����
��� 2��
 WNSSMX� *�����
������ J����6��������=� 0������ 
�
��
��� 
�
����Uii777�������������������i�
����+�i��
�i�������8��777�
����
�������

Z�*$RS[ &� ��� *��� �� 
�� 4� $����� � ��F ����� �� ������6�	��� �� 	�� ����
�� 	���	
������ ����� .���� "
��� %�+�� ���� WNSRSX� LSP2LSS�

Z$��RK[ $� ��� $���<���� �� *���
� 
�� ?� %������ ��F ��	�� ��� ������������" �	���
����	��� �� 	�� $�� 
	���	��� ���
	��	 ��
� �� ����	�6� '��� ��
�
	����� %�+��
J��� (���� ��8 ��0  � WNSRKX� QSQ2QST�

ZV
�RL[ %� V
������ �� ��	����	��� 	� 2����� �����"� ��������� ?�7 I��8 WNSRLX�

ZVSP[ ;� V��G� 4����	 F��H �� 
���� �
	���	�
 �� 
���� ���� �����	�� ������ ���	����
�	��� �������
� ������� 4�
�+��� 
�� %
���
� *�G������
� 1��
����� W"��
b���� ��
�
 �����
� ��
��� NSSLX� .J.� 0��
 J
���� ��
� WNSSPX� �
��� SS2NLR�

NLR


